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*§3ukEnkele begrippen uit de verzamelingsleer.

| Een VerZamggigg<is de samenvatting van een aantal objecten tot een
geheel. De objecten heten de glemenmten van de verzameling. a is een
element van V schrijven we a& V. Nu betekent a = b, dat a en b verschil-
lendekaanduidingen zijn van hetzelfde element. Op logische gronden geldt
dane '

H

a=a {(reflexieve eigenschap)

]

uit a = b volgt b = a  (symmetrische eigenschap)

wit a =benb=c volgt a = ¢ (transitieve eigenschap).

Een verzamellng, waar geen enkel element toe behoort, heet een
lege verzameling.

. Een verzameling V heet een deelverzameling van een verzameling w
(geschreven: VC W), als ieder element van V ook tot W behoort (als uit
acV volgt 2 €W). Als er bovendien in W een element is, dat niet tot V
behoort (er is een a met aeW, a % V), dan heet V een echte deelverza-

meling van W. Zen lege verzameling is deelverzameling van iedere ver-
zamellng.

De vereniging VuW {of cok V + W) van twee verzamelingen V en W
is de verzameling van die elementen, die in V of in W (of in beide)

liggen. ,

De doorsnede Vn W {of ook V) van twee verzamelingen V en W is de
verzameling van die elementen, die in V en in W liggen.

, Als de doorsnede van twee verzamelingen leeg is, heten de verza-
melingen disjunct.

Als VCR dan bestaat het complement van ¥ t.0.v. R (geschreven
R/V of ook R-V) uit die elementen, die wel in R maar nict in V liggen.
Br geldt dan: Va{(R/V) is leeg, V U(R/V)= R,

We spreken van een toevoeging of een agfbeelding van een verza-
meling V in een verzameling V' gls aan iedere acV een a'e Vv’ toegevoegd
wordt (a=?a'). a' heet het beeld van a, a een origineel van a'. We ;
schrijven de toevoeging cok wel: a' = £(a) {a' is een functie van a).
Als ieder element van V' als beeld optreedt, spreken we van een.af- |
beeldlng van V ep V'. Als ieder elememt van V' hoogstens één




heeft (anders gezegd: als uit a # b, a —>a', b—»b' volgt a' # '0'):
spreken we van een eenecnduidige afbeelding.

- Een eeneenduidige afbeeclding a —»a' van V op v kan me}ceerd
worden {a'=-#a) tot een eencenduidige afbeelding van V' ep V; de laatste
afbeelding heet de inverse van de ecerste afbeclding. '

Twee verzamelingen heten ‘geliikmachtig als er een eencenduidige
afbeelding van de ene op de andere bestaat. Ben verzameling is gelijk-
machtig met zichzelf (kies de identieke afbeelding a —>a); als V ge-
lijkmachtig met W is damn is ook W gelijkmachtig met V (kies de inverse
afbeclding); als V gelijkmachtig met W en W gelijkmachtig met U is, is
V gelijkmachtig met U ( als a € V, b€W, c€U is en a b en b—c,
kies dan de samengestelde afbeelding a —¥c). We zien dus, dat de gelijk-

chtigheid aan de reflexieve, symmetrische en transitieve eigenschap-

pen voldoet.

§2. Natuurliike getallen.

De amalyse berust op het getalbegrip. De verzameling N van de na-
tuurlijke getallen kunnen we axiomatisch karakteriseren. Ieder natuur-
1lijk getal a bezit een opvolger, die we voorlopig met a' aanduiden.

We stellen mu de volgende axioma's van Peanc op:
1° 1en
0

Er is een afbeelding a —a' van N in N, die aan ieder element een
‘ opvolger toevoegt.
3° Voor iedere x& N geldt x° #1.
‘40 Uit x # y volgt x* # y' voor xe N, y& N
Als MCN en M de volgende eigenschapnen hecft:
1 €N,
als x€ M, dan ook x'&€ N,

o

dan is M = N,

Het eerste axioma zegt, dat N niet leeg is, hect derde dat 1 niet
als epvolger optreecdt, het vierde, dat de afbeclding, die aan ieder ele-
ment zijn opvolger toevocgt, eeneenduidig is. Het vijfde axioma heet ook
axioma der volledige inductie. Op grond van dit axioma kan een eigen—
schap van mtuurlijke getallen door volledige inductie bewezen worden:

(2.1) Als een cigenschap E van natuurlijke getallen geldig is voor 1,
en als uit de geldigheid van E voor een natuurlijk getal x de geldig-
heid voor x' volgt, dan geldt T°voor alle natuurlijke getallen.

Bewijs: Stel M de vorzamollng natuurlijke getallen (d.w.z. de deel-
vexmalimvgé‘%%&ﬁiake getallen), mamoor 5 geldt, dan is 1 €M
en als x<€ M, dan ook x' € M. Volgens 5 ig dan M = N, dus E geldt voor
alle natuurlijke getallen.



An 3.

- Met béhiilp'vari‘deze aﬁiiOma'si is mu de hele leer de'r getallen op -bé‘
bouwen. Het is onmogell;,lk, dat hier in alle details uit te voeren, om— -
dat dit ons veel te 1ang op zou houden. Wel zullen we echter de weg ;
aangeven, waarlangs dit kan geschleden, zonder echter alle bewijzen te-
vermnelden. ‘

(2.2) Voor alle x &N geldt x' # x. |

 Bewijsr 1' £1 (8x.3%). Als x # x', dan is x' # (x')' (ax. 4°).
Dus x' # x is met volledige inductie bewezen.

(2.3) Als x # 1, X € N is, bestaat er een u€ N, zodat u' = x is (d.w.z.
jeder natuurlijk getal behalve 1 is epvolger).

Bewijs: We bewijzen met volledige inductie de volgende eigenschap
van een natuurlijk getal x: x = 1 of er is een u€N, zodat u' = x. Nu
heeft 1 de eigenschap, en als x de eigenschap heeft, dan geldt voor

=11'=1* {u=1) en als u* =x, (W)' = x'.

We noemen een deelverzameling M van N een o-verzameling als uit
X €M volgt Xx'€ M,

We definiBren nu voor.twee natuurlijke getallen a en b, dat a <b,
als iedere o-verzameling, die a' bevat ook b bevat. In plaats van a<hb
schrijven we ook b »a. Het is a priori natuurlijk in het geheel niejt
uitgesloten, dat b.v. zowel a<b als b<a zou zijn. Br gelden echter
de volgende eigenschappen (de kleine letters hierin stellen alle wille-

keurige natuurlijke getallen voor):
{2.4) x<x' .
(2.5) Uit x<y en y<z volgt x<z,

{2.6) Tussen x en y gelden minstens &én van de relaties x =y, x <y,
v <x.

(2.7) Uit x = y volgt, dat niet x <y is (d.w.z. nict x<x).
(2.8) Uit x<y volgt, dat niet y <x is.

| We kumen {(2.6), (2.7) en (2.8) cok als volgt samenvatien: tussen.
X en y geldt €én en slechts één van de relaties x =y, x<y, ¥y <X.
Opgave 1. Bewijs (2.4) (met volledige inductie).

Opgave 2. Bewijs (2.5) (rechtstrecks uit de definitie van < ).

In plaats van x<y of x =y (d.w.z. niet y £x) schrijven we ook
x<y. Analoog x 2y. '

(2«» 9) I‘SX )
(2.10) Als x<y is, dan is x'<y en emgckeerd.

(2.11) Als x<y is, dan is x <y' en omgekeerd.



Deze stelllngen komen bij het beW13s van (2 6) vanzelf voor de da,g.

(2 12) Iedere nle‘t—lege verzamellng V van natuurlijke getallen bezrt
één en slechts één kleinste element. (d.w.z. een element aéV zodat
voor alle x&V geldt a<x). R

~ Bewijs: We bew:L;zen eerst dat er cen is. Neem de verzameling M van
die na’tuurll;}ke getallen y, zodat veor alle x €V geldt y < x. Dan is
1€¢M (2.9); er moet dan een a €M bestaan, zodat a' gé”\d. Immers als voor
alle a €M gold a' € M, dan was (5°) M = N, maar omdat V niet leeg is is
er een b€V, maar b'> b (2.4), dus b_“é M, hetgeen cen tcgensprask geeft.
Nu is a het gezochte kleinste element,l Tmmers a <x voor alle x€V, om-
dat a €M als a ¢ V was, was zelfs a<x voor alle x££V, dus a'< ¥ voor
alle xeV (2.10), dus ate M, hetgeen een tegenspraak geeft. Dus 2 is een
kleinste element van V. |

Als a en & beide kleinste elementen van V waren, was a £a en aSa,

dus a = a (door de eerste betrekking is a >3 en door de tweede a <@

uitgesloten). Dus er is maar &é&n kleinste element.

(2.13) (Algemeen bewijs met volledige inductie). Als een eigenschap van
natuurlijke getallen geldt voor x als zij geldt voor alle y<x, dan
geldt deze eigenschap voor alle natuurlijke getallen (deze stelling
omvat (2.1) als bijzonder geval).

Opgave 3. Bewijs dit door (2.12) toe te passen op de verzameling, waar-
voor de eigenschap niet geldt.

NMaast het bewijs met volledige inductie kemmen we ook de definitie
(of constructic) dcor volledige inductic. We willen een afbeclding

CF(X) van de verzameling der natuurlijke getallen in een willekeurige
anderc verzameling definilren. Stel dat we beschikken over een con’struc-
tieveorschrift (A), dat voor iedere xe N ¢(x) endubbelzinnig bepanlt,
zodra (fi(y) bepaald is veor alle y <x {(ye N).

(2.14) Als er cen constructicprincipe van het bovenstoande type (A) ge~
geven is, is er één en slechts é&n afbeelding ?)(x) , die eraan voldoet.

Het vri) ingewikkcldc bewijs hiervan laten we achterwege.

Ecen belangrijk speciamal geval van ceen constructieprincipe van het
type (A) is, dat ({:-'(1) bepaald is en dat (f*(x‘) bepaald is, zodra ?)(X)
bepaald is.

Fen verzameling V van natuurlijke getallen hect begrensd' als er
een a £ N bestaast, zodat voor alle x €V geldt x €a.

(2.15) ZEecn niet-lege begrensde verzameling V natuurlijke getallcen heeft
cen grootste element {d.w.z. cen veV, zodat voor alle xeV geldt x£v).
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Opgave 4. Bewijs dit dsor (2.12) tee te passen ep de verzamcling van die
'nﬂtuurllgke getallen, die 2 alle elementen van V zijn. 5

(2.16) Een niet-lege verzameling V natuurll;ke getallen met een grootste
element is begrensd.

Dit is duidelijk.

We necmen de verzameling van de natuurlijke getallen die £ een
vast natuurlijk getal n zijn het beginstuk [ﬁ,qj.

We noemen een willekeurige verzameling cindig als zij leeg is of
gelijkmachtig met een beginstuk.-
(2.17) Een begrensde verzameling natuurlijke getallen is eindig; als ze

nlet lecg is (grootste element v ), is er een afbeeldlng op een beginstuk
Dzﬂ,zwatn<v.

(2.18) Een eindige verzameling natuurlijke getallen is begrensd.

Beide stellingen worden met volledige dnductie bewezen.
(2.19) ¥ is niet begronsd, dus niet cindig.

Dit volgt uit (2.4) en (2.18).

Ben willekeurige verzameling die gelijkmachtig is met N heet aftcl-
baar c¢neindig. EBen verzameling, die eindig of aftelbaar oneindig is,
heet aftelbaar.

(2.20) Als [i,@] gelijkmachtig’is met [},m?, dan is n = m.

Dit wordt met volledige inductie bewezgn.

Uit (2.20) volgt, dat ecen niet-lege eindige verzamcling met niet
‘meer dan é&n beginstuk fi,nﬂ gelijkmachtig kan zijn; deze n nocmen we
het mantal elementen van de verzameling. |
(2.21) Ben deelverzameling W van ecn eindige verzameling V is eindig;
het aantal elementen m van W is € het aantal clementen n van Vy als W
eén echte déelverzameling van V¥ is, is zclfs m<n.

Dit wordt bewezen door van (2.17) gebruik te maken. Voor het leatste
gedeclte van de stélling mect de cceneenduidige afbeelding eventuccl nog
wat veranderd worden.

(2.22) (Hoofdstelling over eindige verzamelingen). Een eindige verzame—
ling is nooit gelijkmachtig met een echte declverzameling.

Dit volgt nu direct uit (2.21) en (2.20).

(2.23) Ben de :lverzamcling van een aftelbare verzameling is aftelbaar.

We bewijzen dit niet.

We kunncn de elementen van een aftelbare verzameling V nummerens

d.w.z. we schrijven de =fbcelding van cen beginstuk of van N op V als

een functie a(k). Meestal schrijven we het natuurlijke getal k dan als
index:,ak.
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We kunnen ook verzamelingen (collocties) van verzamclingen beschou-
wen. De vereniging van een collectie verzamelingen bestaat uit die
elementen, die tot minstens één der verzamelingen van de collectie be-

horen, de doorsncde uit die dlementen, die tot alle verzamelingen der
cellectic behoren. |

(2.24) De vereniging van een aftelbarc collectie aftelbare verzamelin-
gen is aftelbaar.

Het bewijs verloopt volgens het volgende schema: gecf ieder ele-
ment cen dubbele index: a .. . De eerste gceft het nummer van de verza-
meling waartoe het behoort, het tweede het nummer van het elerent in
de verzameling.

v, &a/,,,_

iy B2 Bpyae-e

Pl
D7 B B

t t ¥
We tellen mu af volgens de pijlen.

‘,‘L’ ‘%5,0-.

We dofinifren nu voor ieder paar x,y natuurlijke getallen door
volledige inductie ccn som X + y met behulp van de volgende betrekkin-

gens
x +1 =x
X + y' (x+y)!

Dit is voor iedere vaste x inderdnad ecn definitic voor y door

il

volledige inductic.

(2.25) x + (y+z) = (x+y)+ = (associaticve eigenschap)

(2.26) X+y=y +x {commutaticve cigenschap)

(2.27) xdx + ¥y |

(2.28) Uit x + v = x + z volgt y = 2

(2.29) Uit x<r volgt = + z<y + z en omgekeerd (monotonie-eigen—
sehap).

Als veorbeeld tuwizuwen we (2.25). Voor vaste x en y nemen we de
verzameling M van dic z, wanrvoor (2.25) geldt.
(x+y)+ 1 = (x+y)' = a+y' = x +(y+1), dus 1 &M
Stel dnt z €M, dus (x+y)+ z = x +(y+z), dan is
{x+y )+ 2! =[(x+y)+ z]' = {x +(y+z)1' = x +(y+z)' = x + (y+z'), dus
z'€ M,
Dus M = N en (2.25) geldt algemecn.
Opgave 5. Bewijs (2.26).
Opgave 6. Bewijs (2.27).
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Opgave 7. Bewijs (2.28).
}Opgave 8. Bewijs (2 29).
_ Op grond van (2.”5) mOHen we X + y + z zonder haakaes schrlgven.
Voor vaste a en b behoeft er geen x te bestaan zodat a + x = b is (beve

is 1 + x >1 (2.27); dus 1 + x # 1). Als er echter zo'n x bestaat, dan
is er ook nict meer dan één,mant a + x = bena +y = b geeft a + x =

—

=a+y, dus x = y (2.28). We noemen de oplossing dan het verschil b-a.

(2.30) Uit x«y volgt dat er ecn z bestasat, zodat X + 2z = ¥y.
Bowijs. Neem de verzameling M ven de getallen x + u (x vast, u
willekeurig). Dan is M een o-verzameling, want (x+u)' = x + u', en
x'&€ M, want x' = x + 1, Dus is y€M, dus er is een z waarVoor X + z = y.
(2.31) Veor de natuurlijke'getallen a en b bestasgt b-a dan cn slechts
dan als a <b.
Dit volgt uit (2.30) en (2.27).

We schrijven voortaan voor de copvolger van a niet meer a' maar
a + 1.

We definitren voor ieder paar X,y natuurlijke getallen een product
xy met behulp van de¢ volgende betrekkingemn:

x 1l =x }
x(y+1) =xy + x

(2.32) Ty =YX

{2.33 x{y+z) =xy +x z (distributieve cigenschap van de
vermenigvuldiging t.0.v. de op~-
telling)

(2.34) (xy)z = x(yz)

(2.35) Uit xz =y zvolgt x =y

(2.36) Uit x<y volgt x z <y z en emgekeerd.
(2.37) Uit x # 1 volgt x y # 1.

Op geheel analoze wijze als bij de eptelling kan men hier aamtonen,
dat 2 x = b niet eploshaar hoeft te zijn, maar dat er nooit meer dan
één cplossing is. De oplessing, als zij besfaat, heet het quotisnt § -
Opgave 9. Veer dit uiik. ‘

We zullen de theorie van het schrijven van natuurlijke getallen
met cijfers niet belandelen, doch bekend veronderstellen.
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é:’a. Gehele getallen.

We willen de verzameling der natuurlijke getallen zo uitbreiden,
dat a # x = b wel altijd oplosbmr is. o

We defini&ren de verzameling G der gchele getallen als de verzame—
ling bestaande uit cen element O (nul), en bij ieder nmatuurlijk getal a
ecn element +a en een clement -a. Veorlopig duiden we willekeurige ge-
hele getallen aan met Griekse en natuurlijke getallen met Latijnse let-
terse

We definitren de som van twee gehele getallen als volgt:

0 +x=ix+ 0 = ¥
(42) + (+b) = + (a+b)

{+ (a=b) als a>b

(+a) + (~b) =0 als a = b
l—- (b=a) als agbd
(-a) + (+#b) = (4b) + (-n) {(vorige geval)

(-a) + (-b) = = (a+b) .

We wijzen dasrbij op het volgende om verwarring te voorkomen. In
(+a) + (+b) = +(a+b) staan dric verschillende soorten + tckens: het
cerste, derde en vierde is het + tcken van dec definitie van cen geheel
getal, het vijfde is de (bekende) optelling van nntuurlijke getallen,
het tweode is de mu gedefiniecrde optelling van gchele getallen. Ana-
loge opmerkingen gelden voor de andere betrekkingen.

(3.1) o<+,~5= /3-‘-6- X,
(3.2) (xafB)ey =ot+ (D +Y).
(3.3) Uit xae'+/5 = X "‘,}' volgt /5= ) .

Dit wordt bewezen door gevalonderscheidingen te maken en de defini-
tie van optelling toc te passen en eigenschappen van natuurlijke getal-
len te gebruiken. Dit is eecn vrij langdradig werk.

(3.4) Als enﬂ gegeven zijn, is er ecn :; te vinden, zodat a’+é =/’3’
is. Deze noemen we S- * . Speciaal 0 =X noemen we — X .

Bewijs: Eerst boepalen we - X . We weten

0+0=20
(+a} + (-a) = 0
(-a) + (+a) =0

dus we kunnen definitcren
- X=0 als X=
-X == " X = 4q
- X = 4 XN = .. n,

I
(o

it



dan voldoet - aan'de %rér@i‘s’t_a botrekking o +(-)= 0, Als we nu voor‘f
ﬂs -X kiezen B+(-x) dan voldoet dit aan de vereiste betrekking
M+(ﬁ-W) =,ff5. Immers X + Ll,:ﬁ +(..orﬂ =M+[(-'W)+}3j= k(‘,_(;y):l .+/3= 

=0 +/‘S:P .
(3.5) - (o f)= —o- B,
(3.6) - (=)= —x4f,

De optelling van gehele getallen s associatief con er bestaat een
ondubbelzinnig bepaalde omkering (aftrekking). Fen verzameling met een
dergelijke operatie heet een groep (t.c.v. die operatie). In dit geval .
is het zelfs een commutatieve groep (ook wel genoemd Abelse groep naar
de Noorse mathematicus Abel), omdat de eptelling commutat ief is.

We defini€ren nu !

+a>0

- ad0

x< 3 als f-x >0,

(3.7) Tussen -’Xen/) bestaat €é&n en slechts één van de drie relaties
x< B yoe=fS, B, |
(3.8) Uit «<p enf <fvolgt X<y .
(3.9) Uit <A vélgt «+ 1 <4 en omgekeerd.
(3.10) Uit «<Bvolgt X <8 + 1 en emgekeerd.
(3.11) Uit <3 volgt on;a’< A +J en omgekeerd.

Opgave 10. Bewijs (3.7) en (3.8)
We definiren nu het product van twee gehele getallen als volgt:
| 00X =X0 =0
(+2) (+b) =(-a) {~b)}= +(ab)
(+a) (-b)=(~a) (+b)= —(ab).

(3.12) /5 =/§&\’.

(3.23) (afB)y=00(B)),

(3.14) X(Bry)=xB+x) .

(3.15) Uit ¥3 =} en o # 0 volgt /5= J -
(3.16) Uit & # 1 volgt &8 # 1.

Ben verzameling met ecn optelling en een vermenigvuldiging, die
t.,0.v. de optelling een commutatieve groep is en wearvan de vermenigvul-
diging associatief is en distributief t.ko.v. dec optelling, heet een ring.
Als dc vermcnigvuldiging ook nog commutatief is, spreken we van een |

commutatieve ring (in een ring wordt de optelling dus altijd commutatief
verondersteld). Ben commutatieve ring, die bovendien aan (3.15) voldoet,
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hef,t een 1n‘tegr1teltsgeb1ed. Elgonschap (3. 15) komt op hetzelfde neer
als: uit a(/) 0 volgt X'= 0 0 ef /5 0 {er zijn geen nuldelers)

(3.17) Uit X</ en !)/>o volgt ) <Ay
(3.18) Uit x <8 en i= 0 volgt )= /3J
(3.19) Uit X< den y< 0 volgt X o X 3()'
(%3.20) Uit </5(}en )>O volgt x%pB.
(3.21) 0<}</-‘»(} en y= 0 is onmogelijk.

(3.22) Uit %}<ﬂ]en y<0 volgt o>,

De gehele getallen > 0 heten positief (dat zijn dus die van de vorm
+a), die < 0 negatief (dle van de vorm -a).

- De positieve gehele getallen gedragen zich, wat optelling, ver-
menigvuldiging, ordening en eventueel aftrekking betreft, precies als

de overeenkomstige natuurlijke getallen. Immers:

(+2) + (+b) = + (a+b)

(+a) (+b} = + (ab)

(+2) > (+b) dan en slechts danals a>b is.
(+b) - (+a)= +(b=-a) als b >a. )

Verder stemt ook het voorgeplaatste miﬁteken, zoals dat gedefinieerd is
voor gechele gétallen, toegepast op een positief getal overeen met het
minteken, dat een natuurlijk getal in het bijbehorende negatieve ver-
andert:s

- (+a) = -a.

We kumncen dus zonder bezwaar de positieve getallen uit de vergame-
ling der gehele getallen verwijderen en daarvoor de overeenkomstige
natuurlijke getallen in de plants stellen. Dan vormt de verzameling der
gehele getallen een uitbreiding van de verzameling der natuurlijke ge-
tallen. We kunnen dan ook het onderscheid in het gebruik van Griekse
en Latijnse letterslaten vervallen en ook de gehele getallen alle met

Iatijnse letters aanduiden. De matuurlijke getallen zijn dus nu het—
zelfde als de positieve gchele getallen,
(3.23) G is aftelbaar oneindig.

Dit volgt uit (2.24) toegepast op de collectie bestaandé uit O, de
verzameling der positieve en die der negatieve getallen, die aftelbaar
zijn. G kan niet eindig zijn, omdat N een deelverzameling van G is en
N niet eindig is:(2.19) en (2.21).

Een verzameling V gehele getallen heet begrensd, als cr een posi-
tief geheel getal a is zodat voor alle xeV geldt - a<x<a.

(3.24) Een begrensde verzameling gehele getaklen is eindig; ecn Lind:g»
verzameling zehele getallen is begrensd,

-



(3.25) Een begrensde (en dus eindige) verszameling gehele getallen heeft
een grootste en een kleinste elefnent. '
Bvenals bij de natuurlijke getallen is a x = b voor twee gehele
getallen niet altijd oplesbaar (3.16). Als het echter wel oplosbaar is
en a # 0, dan is er maar &6n oplossing, -;‘_3 genaamd (3.15). ‘
Opgave 1l. Gegeven zijn twee gehele getallen a en b (a<b). Bewijs dat

het anntal gehele getallen x, die voldoen aan o <x<b, gelijk is aan

b“a-

§ 4. Acquivalentieklassen.

De volgende stap bij de uitbreiding van het getalbegrip is de in-
voering van de rationale getallen, dic ten doel heeft de deling, al-
thans door getallen # 0O, enbegrensd mogelijk te maken. We zullen dit
doen door formeel quotidnten % in t2 voeren, waarin a gn b gehelec ge-~
tallen zijn met b ‘;4 0 en daarvoor rzkenregels vast te stellen. Het zal
daarbij echter noodzakelijk blijken quoti®nten, die formcel verschil-
lerd zijn, toch gelijk te stellen. Inat ad = be zijn (b # 0, d # 0) en
noem%=x, §=y, dan is 2 = bx, ¢ = dy en bdx = bxd = ad = be = bdy
en dus, daar bd # 0, x = y. Veor deze gelijkstelling diemt de theorie
der aequivalcnticklassen, die we trouwens ook later neg nodig zullen
hebben.

Ga uit van een verzameling V en verdecel die in deelverzamelingen,
die disjunct zijn en samen V opvullen.

Een collectie F van verzamelingen, dic voldoet aan
1° voor alle WeF geldt W¢ Vs
2% als WeTF, WE F, W£W', dan zijn W en W' disjunct;

50 detvereniging van a»;lle WeF is V;

hect een klasse-indeling van V (de verzamelingen W heten klassen, w

de verzameling klassen).

Een relatie ~» tussen elementen van V (schrijf a ~b resp. adub,
als de relatie.wel resp. nict vervuld is) heet een aeguivalentierela=-
tie als zij reflexief, symmetrisch en transitief is, d.w.z. als geldt

AN 2 ]
uit a-ub volgt bua
uit a~u b en b Ase volgt a v e .
(4.1) Als cen klussc-indcling van een verzameling V gegeven is, is de
relatie die gedefinieerd wordt door a~ub dan en slechts dan als a en
b in dezclfde klasse liggen, ecen aecquivalentierclatie. We nocmen deze
de aequivalenticrelatie die behoort bij de gegeven klasse-indeling.
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De definitic is zinvol, omdat ieder'element»van.v volgens 2% en
3% in &&n en slechts &én klasse ligt. De rest van (4.1) is direct
duidelijk. ' - ,

Het merkwaardige is nu, dat (4.1) omgekeerd kan worden, als volgt:
(4.2) Als een aequivalentierelatie op een verzameling V gegeven is, is
er een klasse-indeling van V te vinden, waar die aequivalentierelatie
bij behoort.

Bewijs: Definieer bij iedere a<V de verzameling W, bestaande uit
die x€ V, waarvoor geldt a ~ux. Beschouw de collectie F bestaande uit
de verschillende onder de W,. We bewijzen, dat F een klasse-indeling
van V is. Aan 1° is automatisch voldaan. Om 2° te bewijzen nemen we
twee verschillende W, en Wg en tonen aan dat Ze disjunct zijn. Omdat
ze verschillend zijn is er een ¢ die wel in de ene maar niet in de
andere ligt, b.v. c ¢ 'W&, c * ’Wg, dus aruc, br}uc. Als W, en ng
niet disjunct waren, was er een d met¥ de W,, deV,, dus a~ &, brd.
Uit avd volgt d~s s (symmetrie); uit b @ en d~ua volgt bv a
(transitiviteit); wit bwva en a~vc volgt bave (transitiviteit). Dit
geeft een tegensprask, dus W, en Wy zijn disjunct. 3° is vervuld oadet it
a ~va (reflexiviteit) volgt a ¢ W,. Pus F is een klasse-indeling van V.
De aequivalentierelatie behuvvrt nu ook bij F, want als a ~c¢ is, is
ce W, enac W, dus a en ¢ liggen in dezelfde klasse: Als arpc is,
is ¢ ¢ W.s 2a&Wy,Gus a en r liggen in verschillende kIussen.

Het verband tussen klasse-indelingen en aequivalentierelaties is
dus wederkerig. We zeggen dat F uit V ontstaat door de aequivalente
elementen te identificeren. De aequivalentie zou men een kuitstmetig in-

gevoerde gelijkheid kummen noemen.

Een ecuvoudig voorbeeld van een aequivalentierelatie is de (echte)
gelijkheid. Deze voldoet inderdaad, zoals al eerder opgemerkt, aan de
eisen, De bijbehorende klasse-indeling bestaat uit klassen, die ieder
uit één element bestaan. Br is dus niets geidentificeerd, behalve wat
al gelijk was.

Fen ander uiterste is de aequivalentierelatie, die voor ieder
paar uit V geldt. De bijbehorende klasse-indeling bestaat dan uit één
klasse; n.l. V zelf. Alle elementen van V worden geidentificeerd.

De:gehele getallen van de vorm 2 a (a geheel) heten even; die van
de vorm 2 a - 1 sneven.

Opgave 12. Bewijs dat de verwameling der even en die der oneven getal~
len een klagsc-indelin: van G vormen.,



555. Ratlonale getallen. :
Alvorens over te gaan tot de formele invoering der rationale ge-

tallen zullen we eerst nagaan, hoe we de rekenregels zullen moeten de~

finiéren. Neem twee quotiénten % en g' « We willen hun somn, VerSChil en

product bepalen. Noem % = X, % =y dan is a = b x, ¢ = dy. Nu is
ad =bxd=bdx, bc =bdy, dus ad + bc = bdx + bdy = bd(x + y),

ad + bc ad - be

dus X + y = 53 » Bvenzo X -y = Y. Verder is ac = bxdy =

= bdxy, dus Xy = bd .

Nu gaan we formeel te werk. Om alle verwarring met_qﬁotiénten te
vermijden, schrijven we paren (2,b). Men kan hierbij alvast aan quo-

tignten % denken.

Ve nemen alle paren (a,b) waarin a en b willekeurige gehele ge-
tallen zijn, maar b # O, We noemen twee zulke paren aequivalent:
(a,b)v(c,d) dan en slechts dan als ad = bec.

(5.1) De relatie gedefinieerd door "(a,b)~{c,d) dan en slechts dan als
ad = be" is een aequivalentierelatie.

Bewijs: (a,b)~{a,b), emdat ab = ba.
Uit (a,b)~(c,d) volgt (c,d)rv(a,b), want uit ad = be volgt cb = da.

Uit (a,b) n(c,d) en (c,d)v(e,f) volgt (a,b)~u(e,f), want uit ad = be
en cf = de volgt afd = adf = bef = bde = bed, dus wegens d # O, af = be.
Fen klasse aequivalente paren noemen we nu een rationaal getal.

De ratiomale getallen duiden we voorlopig aan met Giriekse, de gehele
met Latijnse letters. _
We definiéren nu de som van twee paren als volgt:

(a,0) + (c,d) = (ad + b, bd) .

Omdat uit b # 0, & # O volgt dat bd # O,geeft het een paar van de be-
scheuwde socort.

We willen nu de som van twee rationale getallen ¢ er1/3 als volgt
definidren: kies ecen pasr (a,b)s o (men noemt dat een represembtant uit
de klasse o¢) en een puar (c,d)<§/6 en definieren of +/4 als de klasse,
waar (ad + be, bd) in ligt., Men noemt dit een representantsgewijze
definitie. Zij is alleen dan zinvol, als het resultaat onafhankelijk
is van de keuze van de reprssentanten. Dat is het geval als de volgende

stelling geldt.

(5.2) Als (a,b)ru(a',b?) en (c,d)~(c',d'), dan is (ad + bc, bd) U
~(atd' + blet, b'd'). ‘ ’

Bewiis: Gegeven is ab' = ba' en cd' = dc¢' . Nu is

(ad 4 be) b'd' = ad b'd' + bcb'd' = ab'dd' + cd'bb'= ba'dd'+dc'bb! =
= a'd'bd + b'c' bd = (a'd' + b'c’) bd. |

Dus (ad + bc, bd)~v(a'd' + b'c', b'd').



Geheel analoog .de:\‘."ini'e‘ren we het verschil representantsgewijzedooi
~ (a,b) - (c,d) = (ad - bc, bd) .
(5.3) Als (a,b)~(a',b') en (c,d)~(c',d'), dan is (ad - bec,bd)rJ
A (atd? - b'e',b'd'), : : :

Het bewijs is amaloog als dat van (5.2),

(5.4) e 'd +/3 = /-,)+ .
(5.5) (43 )+ y=o0x (S ).
(5.6) o+ (B-00)=p5.

(5'7) Uit o¢ +1f§= O('+af volg_b //6___: a/ .

Deze stellingen worden met representanten bewezen. {(5.7) kan ecen-
voudiger direct uit (5.6) afgeleid worden.
Opgave 13, Bewijs (5.5).

Uit (5.4) t/m (5.7) volgt, dat de ratiomnle getallen een commuta-
tieve groep vormen t.o.v. de optelling. '
(5.8) De paren (0,a) {(a willekeurig, maar # O) vormen een klasse.

Bewijs: (0,a) ~(0,b) omdat Ob = 0 en a0 = 0. Als (0,2)~(x,y), dan
is 0 = Oy = ax, maar a # 0, dus x = O.

' We noemen de klasse der (0,a) voorlopigey. Het is de nul der ratio-
nale getallen: ’

(5c9) L o+ = X,

We necmeney =X weer - X,
(5.10) Als (a,b)eo¢ , dan (-a,b) € -,
Opgave l4. Bewijs (5.9) en (5.10).

We noemeno >ewd, als voor {(a,b) £ o geldt ab > 0. Deze definitie
wordt gerechtvaardigd door: ‘

(5.11) Als (a,b)~u(c,d) en ab >0, dan cd> O.

Bewijss ad = bc en ab > 0 zijn gegeven. Daar d £ O, is d >0 of
d<0. Als d>0 is abd >0, dus bbe >0, mar bb> 0 altijd als b # O,
dus ¢ >0, dus ¢d>0. Als d < O, dan analoog ¢ < O, dus cd > O,

We noemen oges als —a>wW .

(5.12) Alsax<ey en (2,b) €2 dan is 2b < 0; als (a,b) €x en ab < O
dan is o< . [Dit volgt uit (5.10) en (5.11).

We definidren >0 als o-A>ea).

(5.13) Tussen twee rationale getallen o(en/J bestaat &én en slechts één
van de relaties ¥ >4 o=0, «x </,

(5.14) Uit < /3 en,A<cfv01g't x< g

(5.15) Uit o « B volgt X+ y < A+ Y -



We defim.eren het product van twee rqtlonqle getnllen representmts-

gew:L;ze door
(a,b){c,d) = (ac,bd)

(5.16) Als (a,b)as(a’',b') en (c,d)ac',d') dan (ac, bd)/u (a'c',b'd").

Opgave 15. Bew:L;;s (5.16).
(5.17) B o= e

(5.18) (0<;6)¢;’=0((/33f).

(5.19) X (Pry)=apray,

(5.20) oL (= B)= = A5,

(5.21) Uit <><>ﬁen y>@volgt &y >A) .

(5.22) De paren (a,a) (a willekecurig, maar # ) vormen een klassc.

Opgave 16. Bewijs (5.21) en (5.22).

We noemen de klasse der (a,a) voorlopig £ . Het is de één der ra-
tionnle getallens '
(5.23) Ex =,
(5.24) Uit a5 = XY en X# & volgt A= ).
(5.25) Bij iedere & #ut is een é te vinden, zodat O(é £ . We noemen
deze oplossing if? .

Bewijs: Kies (a,b) € & , dan is, omdat X #w, a # 0. Neem voor;f;-
de klasse, waar (b,a) in ligt, dan is wegens (a,b)(b,a)= (ab,ba)=
=(ab,adb) £ ¢ , o(é =&,

(5.26)Bij iedere X en B (& # W) is een ¢ 46 vinden, zodat o & = 4,
n1. ¢ = ;f: /S . We schrijven danrvoor ook 5 .

Uit (5.26) volgt, dat deling van A door & altijd mogelijk is, mits

& #w is; uit (5.24) volgt, dat deze deling ep niet meer dan één manier

mogelijk is. , ’

Fen commutatieve ring, wanrin deling door alle e lementen die niet
nul zijn mogelijk is, hcet een lichaam.

De gehele getallen g\odragen zich, wat optelling, aftrekking en
erdening betreft, geheel hetzelfde nls de rationale getallen die paren
van de vorm (a,?) bevatten. Tevens bevat ieder rational getal hoogstens
één paar van die vorm:

Uit (a,f)A(b,1) volgt a = b.
(a,1) + (b,7) = (2 + b,1).
(2,1)(v,1)= (ab,}).

Als (a,1) € ,(b,1) £/, dan is Oc’</é‘ , dan en slechts dan als
a< b. Als (a,’)eoc , dan (-a,?) € . '

We kumnen dus zonder bezwaar de rationale getallen, die een paar
van de vorm {(a,7) bevatten, uit de verzameling der rationale getallen
verwijderen en er de evereernkomstige gehele getallen voor in de plaats
stellen. De verzemeling R def rationale getallen is dan een uitbreiding
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van dic der gchele getallen. Hierbij isw = Ocn &= 1., |
(5.27) 41s (a b) Eoc , dan is X = ~§"~ , en omzckeerd.
Bewijs: 4 bevat het prar (7,b)(a,?)= {(a,b).
We kunnen het cnderscheid in het gebruik van Grickse en Tatijnse

letters nu laten vervallen. Alles wat over de paren gehele getallen be-
wezen is, geldt nu voor quotiéin‘!;en van gehele getallen. We noemen zo'n

quoticnt % van gehele getallen eok een breuk; 2 is de teller, b de
no‘.)me___r_a

We kumnen (5.27) ook zo formuleren: Ieder ratiommnal getal is te
schrijven als het quotignt van twee gchele getnllen. Dit is echtzr ep
meer dan é&n verschillende manier mogelijk, n.l, met icder paar uit
het rationale getnl correspondcert een guotifnt (breuk). Onder al deze
breuken kiezen we nu éé&n uit, dic we de §mq&ggq§c~nqiifwii@_c_ van het
rationale getal zullen noemwn, als volgt: Uit het feit, dat Z' 7
volgt, dat under de noemers, die in dc breuken optreden,positieve zijn.
D¢ verzameling van de positieve gehele getallen, die als noemer in een
breukvoorstelling van ecn bepanld ratiomnal getal kunnen optreden, is
dus nict leceg on heeft cdus volgens (2.12) cen kleinste element. Daar uit

;%— = %.volgt &=C , bchoort bij dit kleinste element &&n on slechts
€én: breuk. De standaardschrijfwijze van cen rationaal getnl is mu de
breuk; die gelijk is ann het rationnle getnal met de kleinste positieve
noemers

Daar 7 het kleinstc positieve gehele getal is, is de standaard-
schrijfwijze van cen gehecl getnl a juist -?-“- . Verder is cen rationaal _
getal dan on slechts dan positief resp. negatief nls in dc standaard-
schrijf-ijze de teller positief resp. negatief is.

(5.28) Stelling van Archimedes. Bij ieder rationanl getnl a is een
natuurlijk getal te vinden dat groter is.

Bowijs: Als a<0 is, voldoet 1>02>a. Als a > 0 is, kiezen we de
standaardschrijfwijze a =-§ s dan is b > 0, ¢>0. Dan is echter £<’b+1 .
Opgave 17. Bowijs, dat uit b en ¢ ggheel, b>0, ¢>0 volgt ﬁ <b+1t.

Twee gehele getallen a en b heten opeenvolgend, als b = a +7.

We zoggen, dat het rationmnle getal ¢ tussen de ratiomale getallen
2 en b ligt als a<c<b of b<c<a.

(5.29) Ieder rationaal getal ligt tussen twee opeenvolgende gehele ge—
tallen.

Bewijs: Als a 20 is, is er volgens (5.28) een natuurlijk getal >a,
dus een kleinste natuurlijk getal n>a. Nu is n =7 2 0 (3.10). Als
n-1=04is, is n - 1=0<a; als n -7>0 is, is n - 7 een matuurlijk
getal, dus n -7 € a. In beide gevallen is n -7 €a<n . Als a <0, is
- a >0, dus er is een natuurlijk getal n zodat n -7< - a<n, dus is
-n<ag-n+1l,
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- (5.30) Tussen twéé opeenvolgende gﬁhelé getallen iigt geen geheel‘getal;,
dat van beide verschilt.
Dit volgt uit (3.10). , ;
5.31) Tussen twee verschillende rationale getallen ligt altijd nog een :
rationaal getal, dat van beide verschilt.
Bewiijs: a # b. Iaat a<b zijn. Danis f‘:f_l’/ - Qe {-:-f}' >0 en

; < <
zg-.‘(i'zg: ‘éi-c-f'>03 dus a,< Cg,;-é< D

Stelling (5.31)drukt men ook zo uit: de rationale getallen vormen
een overal dichte verzameling. '

Een verzameling V rationale getallen heet begrensd, als er een
positief rationaal getal a (en dus ook een natuurlijk getal) te vinden
is, zodat voor alle x £V geldt - a £ X K A
(5.32) Een eindige verzameling ratiomnle getallen is begrensd.

Het omgekeerde van deze stelling geldt niet: de verzameling ratio-

1

nale getallen ;% (n willekeurig matuurlijk) igkbegrensd, want - 7S'5:5’1,

maar aftelbazmr oneindig, want, daar uit ;%—z ;%—volgt rl=r , is de
afbeelding %%——+ n een eeneenduidige afbeelding op de verzameling der
natuurlijke getallen.

(5.3%) De verzameling der rationale getallen is aftelbaar oneindig.

Het bewlijs verloopt volgens het volgende schema: we %ellen eerst
de rationale getallen x af, die voldoen aan 0 < x< 1. In de standaard-
schrijfwijze van deze getallen is de teller positief en kleinor. dan de
noemer. We tellen eerst de (eindig veel) breuken met noemer 7, dan die
met noemer 2, die met noemer 3 enz., dus '

l 112 i 3 1 2 3 4 1 5
,"_’293’37434"5?5!5’516’69""
Dit geeft aftelbaar sneindig veel ratiomale getallen met 0 < x £ 7,
Bvenze vior n <x<n + ! (n willekeurig geheel). Dit geeft aftelbaar veel
aftelbare verzamelingen. Dus zijn volgens (2.24) de ratiermale getallen
aftelbanr. Bindig kumnen ze niet zijn, omdat ze N als deelverzameling
‘bevatten,

Te definieren de absolute waarde (of de modulus) |a| van een ratio-

naal getal a als volgt:
la| =a alsa2 O,
la] ==-a " a £ 0.
(5.34) [-a] = }al.
(5.35) }a{:k 0 en dan en slechts dan = 0, als a = O.
(5.36) |ab| = |a| | b]. ,
(5.37)  la + bf<}a| +]o] (drichoeksongelijkheid; de verklaring ven
deze naam kemt later).
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Opgave 18. Bewijs (5.37).
Opgave 19. Bewijs met behulp van (5.37):

+ 3

la = vl < Jaf + |v},

lal = |5l < Ja- ]

§6‘ Algemene sommen en producten, Machten.

We gaan uit van een verzameling V waarop een operatie geefinieerd
is, die we maar met + gzullen aanduiden, hoewel het volgende ook geldt
voor andere eperaties, b.v. het product. Als we een afbeelding (niet
neodzakelijk eeneenduidig!) a; hebben van een beginstuk [.’!'JI:I der na-

tuurlijke getallen in V, definidren we J_ ¢, door volledige induc-
tie als volgt " 7

E Ao = @y,

(=1

*751»1

i A= L At %,

.

1.

i

H {

-
1

(6.1) Als de operatie + associatief is, geldt:

ﬂ/ £ry N4 AN
S > a. A .
L G, t 2 @ .=/ H (algemene associatieve
- l—? A 1 .
t=] t= L= eigenschap)

Opgave 20. Bewijs dit door volledige inductie naar m.

(2]
. N+ m
In plaats van ) - A,; schrijven we ook wel ..
L= Cxnt s

(6.2) Als de operatic + associatief en commutatief is, en (P(i) is een
eencenduidige afbeelding van [7, n] ep zichzelf, dan geldts

n X
r“}‘—"‘“ .
L :CLC{ ) = 5‘ G, (algemen‘e comutatieve eigon—
— =1
(=1 4= schap)

Men bewijst dit deor volledige inductie naar n.
Als W cen niet-lege eindige verzameling is en a(x) een afbeelding

van W in een verzamecling V, waarsp een associatieve en cemmutatieve

operatie + gedefinicerd is, kunnen we , a(x) definieren door de ele-
WL

menten x van ¥ te nummeren Xi en te definiéren (als n het =2ntal e le=~

menten van W is): n

J alx)= ZZL a(x;) .
w ‘=17



Tegens (6.2) is deze definitie omafhankelijk van de gekozen mum—
mering. In plaats van W zelf schrijft men dok wel betrekkingen die W
bepalen onder het Z:~teken? b.v. .

—
J Ckyf.
. ?:E£<§/S§”
(6.3) Als V ecen ring is, die de verzameling der natuurlijke getallen
omvat s 8¢ 14t : r
LN
_a=na.
i=1

Men bewijst dit met volledige inductie.
Aan (6.3) ziet men, dat voor matuurlijke getallen de vermenigvul-

diging een herhaalde optelling is.
£1ls de operatie een vermenigvuldiging is schrijft men 77”i.p.v.‘2f

1 n+f n ’
7]r51;== ay ]chzi = (/?]—‘1{) Qs

’:=I ‘;::1 =7

dus

Hiervoor gelden analoge stellingen als (6.1) en (6.2).

We definiéren nu een macht van a als volgt:
R

n ————t,
A = /1 Qa .
(=1
We noemen a het grondtal, n de exponent.
(6.4) 41s de vermenigvuldiging associatief is, geldt:
mon  m+n
a a =a
(rlm)*n = amn:

(6.5} &41s Je vermenigvuldiging associatief en commutatief is, geldt:

.

11 11 3
a b = (ab) . .
Opgave 21. Bewijs {6.4) en {6.5).
Tn een lichaan definieren we mu ook machten met willekeurige gehele
exponenten, mits het gromital # 0 is, als volgh

] — 37 1

a =1 ,2a = E;;‘ (n een natuurlijk getal).

(6.6) Als a en b elementen van een lichasm zijn (a # O, b # 0) en m en

n gehele getallen, geldt
Mmoo m+n
=g

a a = y
ambm___ (ab)m)
_(z’\.m - (&)m
P S

<
" - mn
= q .
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ngggg_gg. Bewijs‘daﬁ, als de optelling associatief en commutatief'is,
geldt: ‘

n i n n
Z Z ai‘ = ; j E‘,i.'
=1 3= M j= i=j J
Opgave 23%. Rewijs
- 1
ﬁii ¥ o= 5 n (n+1),
n o, 1
>z %= zn (n+1) (2n+1).
k=1

Opgave 24. De operatie w toegepast op deelverzamelingen van een vaste
verzalleling R is een operatie die associatief en comnutatief is. Be-
- . 1 e
wijs dit. Als we dus ki;v‘ analoog als boven definiérem (hoe?),
i

gelden annloge stellingen als {6.1) en (6.2). Analoge beschouwingen
kunnen voor n  gchouden worden.

§ 7. Convergente rijen en fundamentaalrijen..

Met rationale getallen zijn de vier hoofdbewerkingen onbegrensd
uitvoerbaar. Ze vertonen echter toch nog tekortkomlngen, waarvan in de
volgende stnlllng een voorbeeld gegeven wordt.

(7.1) Pr is geen %tlonaal gctal X, waarvoor geldt x2 = 2.
Bewijs: Desar x = (—x) mogen we ons tot positieve rationale ge-

tallen beperken. Stel, dat er wel een dergelijk rationaal getal is, darmr

is er onder alle breuken wasrvan het kwadraat 2 is &én met een kleinste

o a . 2 Al . .
pesitieve noemer. Noem deze B dam is &~ = 2b~. Nu is a>Db, want uit

a<hb zou volgen

I)

22 ab< bX B4 B2 = 2b°, dus a°< 2b° hetgeen niet't
geval is. Verder is a<2b, want uit a>b volgt a2> ab, en gls az2?2b

2 2 2
was, wae abz2b , dus a > 2b , hetgeen niet het geval is. Vormen we nu
2b-2 :
===, dan s dit{ ecn breuk met positieve noemer, waarvan het kwa-

&.=0

dreai:

2 2
5% - sab * % 60 = 4ab 2, Maar :au geeft O<a - b< b een

2" .- 2ab + b~ 3b - 2ab

tegenspraak, omdat b de kleinste positieve noemer van de breuken met -
kwadraat 2 was.

Een ander bewijs van deze stelling kan geleverd worden met behulp’
van het resultast van opgave 12.

Weliswaar kurnen we geen rationaal getal vinden, waarvan het kwa-
draat 2 is, maar we kummen wel een "benadering® vinden, als volghs
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. T : v

oo Yoo, 2°>2
(1, 4) » (1,5)%>2
(1,41)%<2 ., (1,42)°>2
(1,414)2< 2 . (1,415)%>2  enz.

Dezc opeenvolgende benaderingen komen hoe langer hoe dichter bij el-
kaar te liggen. B.v. verschillen alle volgende van 1,41 minder dan
iﬁﬁ; Nemen we ecn ander voorbeeld van cen dergelijke rij getallen:
0,9; 0,99; 0,999; 00,9999 enz., dan komen deze niet alleen willekeurig
dicht bij elkaar te liggen, maar ook willekeurig dicht bij een vast
rationaal getal, n.l. 1. In het eerste geval is dat niet zo en het
zal het doel van de invoering van reédle getallen zijn, te maken, dat
dat wel zo wordt. We zullen nu de daartoe benodigde begrippen preci-
seren.

Ben rif elemenmten van een verzameling V is een afbeelding van
de verzameling natuurlijke getallen in V. We kunnen dit mangeven met
ay als het element dat aan het natuurlijke getal n is toegevoegd. De
afbeelding behoeft niet eeneenduidig te zijn. Zo is b. v. a, = a veerr

alle n ook een rij (constante rij). Voorlopig beperken*ons tot rijen
rationale getallen.
Ben rij a, heet begrensd als er een rationaal getal € >0 bestaat,
zodat la l< C voor alle n.

Ben rij a, heet convergent (anders uitgedrukt: een rij convergeert)

met limiet a (schrijfwijze: Lima, = a), als bij ieder positief ra-
tionaal getal e een n&tuurllgk getql N te vinden is, zodat voor alle . 3%
natuurlijke getallen n met n>N geldt ja - an}< e.

Het feit dat N van e afhangt, drukken we wel uit door te schrijven
N{e).

Ben rij an.heet een furdamentaalrij, als bij ieder positief ratio.

neal getal e een natuurlijk getal N(e) te vinden is, zodat voor alle
rmtuurlijke getallen m en n met m>N en n>N geldt lam - an}< e.

(7.2) Ben convergente rij is een fundamentaalrij.

. . . e
Bowiisr Stol lim a, = a, dan is blg icdere e >0 een N(g) vo virden,
zodat voor n >N geldt ja - an!< 5. Als dan m>N en n>N, is
bl = — - — - = -~ + - $
lag anl ?am a+a an!§ lam al +1a an} | a aml | a azj‘
e , e _

(7.3) Ben convergente rij heeft niet meer dan één limiet.
Bew1gs"8tel lim a, = a, 11m a, =b, a a # b. Dan is {a - b} > O0.EBr
is dan een Nl(Ela - bl) zodat voor n:>Ni geldt Ja -~ a k:zf - bl en
n'Né(Z lq - bl ) zodat voor n >N, geldt b - a ;< ZIa - bl. Noem de
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grootste van Ny en Nz m N (schrijfwijze N = mx(ﬁl, NQ)) dan is voor

n>N zowel la - a, i< 5 -3—'1 a -~ bl als ib - q i< -z-ia - bl . Dan is la = bl
- 1 - ={g -

sla —ag,l + 1D aN+1{< 5 la - bl + h bl =la » bl, hetgeen een

tegensprank geeft.

(7.4) Een fundamentaalrij is begrensd.

Bewijs: Laat a, een fundamentaalrij zijn. Dan is een N(1) te vinden
zodat voor m> N geldt laj, — N+1§< 1, dus iami s ia - 51N+11 + ‘%N+ll<l+
+ iamlf . De verzameling van de natuurlijke getallen m< ¥ is eindig
(nantal W), dus ook de verzameling der a_ voor mzN (aantal = N), dus

deze 1s begrensd, -Cy<a,< Cq» lami < Cl' Noemt men € = max(cl, 1+

+ lag,ql )y dan is {a [<C woor alle m.
Stelling (7.2) kan niet omgekeerd worden; niet iedere fundamentaal-

rij is convergent. Neem a_ = -n_ , waarin-k het kleinste positieve
gehele ge‘tal is, waarvoor R
K (k- 1)°
——>2 (dus -~ri-2-—-—-—< 2). Dan is n<k < 2nen
n n
k2 ¥k, - D7 2 -1,
O< == = 2< == = 5 = s
n ~n n n n
2 2 2
n S T 2 IFE A T Bt oo o
e z g-—’l L. < B =% 32, Neem
L m Ec_g i‘& }EP. 2 n n
n m n
een e>0 en hlerblg N>§-, dan is voor n >N l—.<1 <7 dus voor n> N,

ICD

2 2
m>N is PP -2— = e, De rij is een fundamontaalrly, maar geen con—

vergente rij, want voor de limiet a zou moeten gelden a2 = 2 (hetgeen
we niet zullen bewijzen).

=

“Opgave 26. Bewijs, dat lim = = 0 en lim 2™2 = O.
n+a>n 500
Opgave 27. Bewijs, dat een constante rig convergeer't.
Opgave 28. Ga na of de volgende rijen convergent zijn en zo ja met

welke limiet:

Opgave 25. Bewijs, dat 27z 1 + n veor alle natuurlijke n.

a) a, = (-2)7" (duss -:-21-, %, —%, %_6""") ,

b) ﬂ2n~1 = 0 an = 2"n (duS: O, %, O, %’Q‘Qc.icc) y

c) Qo1 = L Aop = o™ (dus: 1, %’, 1, %-,.......’.) ’
n-1 i . 2

d) azn—.l = 14, azn T —— (dus: 1, 0’ 1, 'é', 1, 3‘,0-..)-



o 23 i
§8. Regle getallen.

Voor de invoering van de reéle getallen zullen we gebruik mken van
fundamentanlrijen. We zullen danrbij, evenals bij de rationale getal-
len het geval was, nog identificaties moeten toepassen. ‘

Een convergente rij met limiet mul heet een nulrij (Bij iedere
e>0 is een N te vinden zodat voor n > N geldt ‘ant <e).

{8.1) Als a, een nulrij is, dan ook -a .

(8.2) Als a, en b mlrijen z13n, dan cok ¢ = a + b. :
Bewijs: (8.1) volgt uit ’-—-a = ’S‘n, Voor (8.2) ncmen we een wille-

keurige e > 0. Hierbij is een Ny (e) zodat voor n> N, geldt ja }(2

1
en een N ('2") zodat veor n>N2 geldt ‘< =. Voor n>qu(Nl,N } geldt

2
Jan * Pl< lag] * o)< Sz =

We beschouwen de verzameling van alle flundementoalrijen {a } ra-
tionale getallen en voeren tussen deze een aequivalentie in volgens de
definitier {anf./u {’.in} dan en slechts dan als {an - bnf een nulrij
is. ,

(8.3) De relatie " ian} A I’bn% dan en slechts dan als ian - bn;
een nulrij is" is een aequivalentierelatie.

Bewijs: {ar}N{aﬂ , want ia,,;— a,.,} = {0} is een nulrij. Uit -
fan} {b., 3' volgt b,,‘},.g{q,;} , want als fan’- bn} een nulrij is,
dan oek f_b“- 2. f={-(a,- b )j Uit {a,,}fv{b.,‘}en bh}w{chf velgt
{~ -3}"’ ,,j want als {a q} en [b,- ch..} nulrijen zijn, dan eok
{a,=enl= {(a;- v) + (b= o).

Een klasse aequivalente fundamentaalrijen noemen we nu een reéel
getal. De reé€le getallen duiden we voorlopig amn met Griekse, de ra-
tionale met Latijnse letters.

We defini&ren nu de som en het verschil van twee fundamentaal-
rijen als volgt:

{a ]+ {oaf = far v,
iauf“ {bnf = {ah-— b,f.

Deze definitie wordt gerechtvasrdigd door het feit, dat het resultaat
weer een fundamentaalrij is:

(8.4) Als {a,} en {b,‘f fundamentaalrijen zijn, dan ook {a,,-!- b,,
{an“ b"l} *

Bewijs: Bij e>0 is er een N,, zodat voor m>N,,n>N, geldt
|2~ 2, |< Zj—:, en een N,, zedat voer m>N,, n>N, geldt [bm- bnf <
Neem N = max (N,,XN,), dan is voor m>N, n>N
Ha + b)-(a,+ ) = Ha-a) £ (b~1)]< }a.,:' aJ+ o~ b, <

-

p
.2‘-
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Voor resle getallen definisrenm we nu som en verschil represen-
tantsgewijze met behulp van bovenstaande definities. Dit is geoorloofd
wegenss ‘ ' '
(8.5) Als {a,}~ {al] en {bn_;m fbif den is {a, + bf~{al o+ vy f.

Bewijst {aq - al } en {b - ‘o’n} zijn nulrijen. Volgens (8,1)
~en (8.2) 213n dan ook z(a + b, )~ {a', + b‘nH =))(a”~ a'y )+
+fb"' - b'" en i(a b, - (a’n - b:I } = {[an‘" a'ﬂ)' + (b‘r\ - bn)f
nulrijen. '
(8.6) O(“f‘/g~/’)+“
(8.7) (ot + 8 )+ y = oo+ (3 -
(8.8) o«+(/i-9()=;
(8.9) Uit & +4 =X +) volgt L=y,

Deze stellingen volgen direct uit de overeenkomstige voor ra=
tionale getallen. De re€le getallen vormen dus een commutatieve groen
te0.v, de optelling.

{8.10) De nulrijen vormen een klasse.

‘Opgave 29, Bewijs dit.
De klasse der nulrijen noemen we voorlopigy. Het is de nul
der reéle getallen:
(8. 11) oJ +of = of .
We noemency — x 00k - X.
(8412) Voor een fundamentaalrij {a,,,} geldt één en slechts één van de
volgende drie mogelijkhedens
le. {a“) is een nulm;;,
2e. er is een rationaal ge‘bal d >0 en een natuurlijk getal N zodat
voor n > N geldt a, > d;
3e. er is een rationaal getal d' > 0 en een natuurlijk getal N' zodat
voor n > N' geldt a, £ -4. A
Bewijs: Als {an} geennulrij is, is er eene, > 0 , zodat bij iedere N
een n > N te vinden is met |a,| > e,. Omdat{a,} een fundamentaalrij
is, is er een Ny zodat voor alle m > Ny, n >N, geldt S a,,,{ <§- .
Kies een vaste n >Ny zodat {a.,,{ 2> . Als dan a,, 2 e, is, is

8= a, > - 2—' Yy B8, - 2— 2e ; = g‘, dus de rij verkeert in geval
29 met d-éf en N = Nl. Als a, :é - e;, dan is a,.,~ a, <62‘, 8 <a,+t
+5 $-ep + $=- %, dus de rij verkeert in geval 3e met 4’ = S en

N' = Ny. Een fundamentaalrij verkeert dus in minstens een van de drie

gevallen. Als een tij tegelijkertijd in geval le en geval 2e gzou
verkeren, was er een N, zodat voor n > N‘2 gold (a < d. Voor n =~

mm(Nz, N) + 1 goldtdan a, <dena,d, hetgeen een tegenspraak geeft.
Dat le. en 3e *'tegellgkertlgd vervuld kumen zijn, bewijst men op ana-
lege wijze. Als 2e. en 3e. tegelijkertijd vervuld zouden zijn, zou
voor n = max (N, N') + 1 gelden a, >d> 0> —-3d' > &, s hetgeen een
tegensprask geeft. .
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{8.13) Twee aequivalente fundamentaalrijen verkeren in hetzelfde geval
van stelling {8.12). R ,

Bewijs: Voor geval le is dat al in (8.10) aangetoond. Stel
{ahf/v ;fa','f, ian} in geval 2e. ., éa'qf in geval 3e. Noem 4, =
min {d, 4') (d.w.z. dy is de kleinste van d en d')., Dan is er, omlat
{an - a',! een nulrij is, een Ny zodat voor n >I\¥l geldt [a, = a'nl< .
<dq. Voor n = max (N, N', Nl) + 1 is a,,> 0, a'}, <0, dus a, - a'y > 0.
Dan is 4 > ian - a'n{ =a,-al, 2d+d >dy +d; >d;, hetgeen een
tegenspraak geeft.

Uit (8.13) volgt, dat de gevalonderscheiding van (8.12) ook een
gevalonderscheiding voor reéle getallen oplevert. Het is dus gerechi-
vaardigd het volgende te definidren: " :
X >, als voor fan}gcx geldt, dat {an} in geval 2e van (8.12) verkeett
o <)y als voor fah Tex geldt, dat {an} in geval %e van (8.12) verkeert
o >pB 5 als X-8 >w. -

{(8.14) Tussen twee re¥le getallen wenﬂ bestaat één en slechts é&n van
de relaties X =48, x<B, a>4. |

Dit volgt nu makkelijk uit (8,12), (8.13) en de definities van wen
< .

(8.15) Uit or<p en {’_‘><J’ volgt &< ),

Dit volgt uit het makkelijk te bewijzen feit, dat uit 7>4) en
T2 volgh GaT > . : |
(8.16) Uit x< B3 volgt o(+a'<ﬁ +X

We defini&ren nu het product van twee fundamentaalrijen als volgt:

7 {ankibn} = Zanb,,f.
(8.17) Als {ah} en {bh} fundamentaalrijen zijn, dan ook {a,,,bnf. ,

Bewijs: Wegens (7.4) is er een Cq zodat lah] < C, voor alle n en
een 02 zodat lb,\[ < 62 voor alle n.. Nu is fanbn - ambm} =
= {anbn -ab,+ab - ambm{g ’a”? l b, - bm, + lan - a‘m“ bm]'s
<Gy f‘bn -b {-!- C2 } a, - a f. Neem nu een willekeurige e > 0, dan

[2%] g} N

is daarbij een Nl’ zodat voor n > Nl’ m > Nl geldt ‘an - aml <e;,-—{, en
. t—Jz
€ =
een N2, zodat voor n > Nz, m > N2 geldt !bn - bm}< 3G, * Noem N =

mex (Ny, )5 voor n>W, m >N geldt dan Gy [b, = b, + C,la, - a,]<
< Cq —2-(-3-1 + 02‘,.2.0.2 = e, dus iahbH - ambm{ < e.
(8.18) Uit {a, [~ fanf en b f~ {b)f volgt fa,b, J~ {aibi)s

- Bewijs: ta,\l < Cys lb;,{ < C, voor alle n. Dus ]anbn - albl|=
= }anbn - ahbg * anbv'! - a',, b:"l IS 'an‘ { bn - b,h’ * ’aﬂ - a“"{ l b:}l:{
<0y by =dLl +Cya, - al} -

Omdat ian ~al{ en [v, - b{.,} nulrijen zijn, is er bij iedere

e > 0 een Ny, zodat voor n >N, geldt {an - a'y } < %—52 en een N,y 2z0-

f‘iya't‘voor‘- n >N2 geldt ‘bn - b},‘{ < . Voer n >maXx (le 1\12) geldt

S
201
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1} t € €
dus C, }bnT bn |+ G, 'mn-u\n{ < C, ""2'(’51 + Gy pE = &, dus

o 2
]a.n b.n -y b‘n } < e. q
Op grond van (8.17) en (8.18) is het peoorloofd het product van twee
regle Jetellen representants_evijze te definicren et behulp van boven-—
staende definitie van het product van twee fundamentaalrijen.

(8.19) 9(16:!306,
(8.20) (xp)y = o (8y7.
(8.21) o([/)%-df):o(,b*ca()’.

Dit volyt makkelijk uit de overeenlomstigze stellingen voor ratio-
nale .etallen.

(8.22) Uit X</ en y > volgt X)< Sy,

Dit volgtuit het makkelijlk te bewijzen feit, dat uit ¢ > ¢«J en
T >d volgt 0T > w.,

(8.23) 2 S IS I

Opgave 3C. Bewijs (8.23) (gebruilr hierbij (7.4)).
(8.24) Uit ®f=w en XAw volgt B=w.

Beviis. Neem {a,}e€ = s {b, fe A . omdat o A, verkeert
{an} in geval 2° of 3° van (8.12). 1in ieder geval is er dus een d>0
en een N, , zodat voor n>N, geldt |a,| > d. Omdat {a, b,} een
nulrij is, is er bij iedere e >0 een I{& zodet voor n>H, seldt

{a,, b, | < ed. Voor n >max(N,,l, ) is dan lb,.l = %LE. < ib”g anl =

mﬁﬂ‘(-@—@- = €.

(8.25) Als {a"j ‘een fundamentaalrij is en t'b,,,} een rij, waarvoor

geldt bn;é a, voor eindig veel nen b, = a, vVoor de andere n, dan B

fbn} een met {a,,,} aequivalente fundamentaalrij. (ilen zegt dan, dat

{bﬂf ult {ang ontstaat door eindig veel termen te veranderen).
Bewijs. Als b,, = a,, voor alle n is er niets te bewijzen. Als

er een n bestact, waarvoor b,, A a,, ,» dan is er ook een grootate N,

waarvoor b, 4 a, is. Voor n>N, geldt dan &, = b,,. Het is dan on-

middellijk duidelijk, zowel dat {b., } een fundamentaalrij is, als dat

{v,, }~ {a,}: men kieze bij e >0 in ieder geval N>N, .

(8.26) Als & £« i3, is er een {b,,, f £ x s zodat b £ O voor allen
Bewijs: Neem een fa,,}ea . Volgens (8.12) is a,,= 0 voor eindig
veel n. Definieer {b,,J door: b,=1alsa,=0enb, =a, als a, £ 0

dan is volsens (8.25) {b., f 'v{a”f, dus {bh} € x en verder is
b, A 0 voor alle n.

e definifren nu het quotiént van twee fundamentaalrijen {an;'
en {b,.,} , waarvan {«fgeen nulrij is en a, # O voor alle n, als

B Y S L

enbbombarm

f,;i“‘ni L% - G
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(8.27) Als {an} en {bn§ fundamentaalrijen zijn, {a,} geen nulrij
is en a.,, £ O voor alle n, is {P__’:. }een fundamentaalrij.
aﬂ

Bewijs:
'gn ,gm i._ ) 'gﬂ Q. - a, ’gm - l 'év-. c"m - 'gh an + ‘g“an = Bim CL,,/ <
a’"‘t Q a’nam_q ] QH f’l In

[l anl , 140=4u)
la‘w”am’ A : /q“‘*'

Nu is ]bn!gc voor alle n. Omdat {a,,,% geen nulrij is, is er een
d > Oeneenil, , zodat voor n>N, geldt [a, | > d. ¥u is bij iede-

=

re e >0 een N, zodat voor m>N, , n >N, geldt |a, - a,,}< fzﬁ
en een N3 zodat voor m >N3 , > N geldt [bh' - bm' <-%:_(,
Noem N = max(N,, N, » N, ): voor m>N, n>N geldt dan
£ lla,~a ed”  4d ! |
I an—a. w*ézwl( CIE L E |l dale
dant @l la.,., | P o N

(8.28) Als {an }N{aéy ,{bh ‘Ifu {b,., }' fa } geen nulrij is, a,4 0
voor elle n en a, A O voor alle n, is z ? {ﬁ} ,
=

< oflan-aul LA
/an//av.l l4,]

‘.
?Tz“‘
Bewijs: Analoog als boven is {ﬁ’.‘. _”!i_
a“" ﬁ

Hu is ’b <C voor alle n. ;

Omdat - {ah(‘ geen nulrij is, is er een 4, >0 en ec—:r. W, , zodat voor
1 2

n>N, ' geldt ] n‘ 2 4,. Omdat {a,,,} geea nulrij is er.f {q.ﬁfw{an } g

is {anf geen nulrij en dus is er een d, > 0 en een NL s ZOGo#k voar

n>W, geldt [a,]>d,. Omdat {a,- a,f en {b, - b [ mnulrijen .

zijn, is er bij iedere e 20 een H& zodat voor n >N, geldt

|a,-a }‘fff-i:dien een ¥, zodat voor n > N, geldt }b -b l< £y
Voor n >maA(N1, IL y NJ y Wy ) geldt dan <
'gnr n Ky ’ - gn , C M "g‘_f.g
) ) + " : < LC L — &
[aflan] l“’,l o, ol . + o, -
Op grond van het bovenstaande kunnen we nu het quotient {é— van

twee redle getallen met o w representantsgewijze definieren,

omdat uit (8.26) volgt dat ¢ een representant fahf bevat, waarvaor
geldt a, A O voor alle n.

(8.29) . ﬁ. =A.

De re€le getallen vormen dus een lichaam.

De recle getallen, die een constante fundamentaalrij (a.;m:i
bevatten stemmen wat hun gedrag t.o.v. optelling, aftrekking, ver-
menigvuldiging, deling en ordening betreft geheel overeen med
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de overeenkomstlge ra’cmonalc ge'i:allen a. Vercier beva‘b :Lede&' recel

getal hoogstens één constante fundamentaalrij.
Opgave 31. Ga dit na.

“Te l:unnen dus zonder begwaar de reg€le getallen, die een con—
stante fundamentaalrij bevatten uit de verzameling der reele getal-
len verwijderen en er de overeenkomstige raticnale getallen voor
in de plaets stellen. De rceéle getallen vormen dan een uitbreiding
van de rationale getallen. &~ correspondeert met O, want {of ig een
nulrij.

Evenals voor rationsle getallen definieren we:

|a]=e¢ a1s & 20,

[x}=-x als o <O
(8.30) |a}>0 en dan en slechts dan = 0 als &= O.
(8.31) lxpl = Tl A
(8.32) lov+pp| < }od + 1A,

Dit wordt op precies dezelfde wijze bewezen als bij rationale
getallen. '

Te kunnen nu ook rijen reélec getallen beschouwen en defini€ren:

Een rij of, hcet convergent met limiet o(, als bij ieder posi-
tief reecel getal £ een natuurlijk getal N te vinden is, .zodat voor
alle natuurlijke getallen n met n>N geldt | o¢ = o, } < £.

Een rij o, heet een fundamentaalrij, als bij ieder positief
redel getal ¢ een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle
natuurlijke gétallen m en n met m>N en n> N geldt |o., -a,) < £

Voor rationale getellen stemmen deze definities schijnbaar niet
overeen met de vrocgere, omdat hicr een reele & in de definitie
staat i.p«v. een rationale e. Om aan te tonen, dat dit schijn is,
bewlijzen we serst:

(8.33) Bij icder redelgetal €>0 is een rationaal getal e te vinden,
zodat &> e > Q. ‘

Bewijs . Kies {en} € & . Er is een d>0 en cen N te vinden,
zodat voor n> N geldt e, > 4, dus e, ~ yd 2 7 d. Higruit volgt

€ -+4d>0. Ficot men dus e = 7 d, dan is xe > Q.
(8.34) Als een rij rationalc getallen convergent is (resp. een
:Eundeméntaalrij is) volgens de e—-definitie, dan ook vollzens de £- .
definitie en omgekeerd.
Opgave 32. Bewijs (8.34).
(8.35) Als {a,} o, dan is 1lim a, = o.

N3 oo

Bewijs: Ncem een willekeurige £>0 en kies hierbij een e met
E>e > 0, Tr is dan cen N zodat voor m> W, n>N geldt la - a }<..‘
Neem nu ecn willekeurige, maar vastc m met m >N, en beschouw A2 =
& -~ a,, , tan geldt voor b,=4a, - a,, , dat fnféﬂ « Voor

\\



de overcenkomstige rationale getallen a. Vorder bevat 1ede§ ﬁ§e§§
getal hoogstens één constante fundamentaalrij.
Opgave 31. Ga dit na. )

“Te lunnen dus zonder begwaar de regle gevallen, die een con-
stante fundamentaalrij bevatten uit de verzemeling der reele getal-
len verwijderen en er de overeenkomstige raticnale getallen voor
in de pla“ts stellen. De rceéle getallen vormen dan een uitbreiding
van de rationale getallen. & correspondeert met O, want {0} is een
nulrij. ‘

Evenals voor rationele getallen definikren we:

|a]=x a1s & 20,

[x}=—-X als o <O.
(8.30) [o}>0 en dan en slechts dan = 0 als & = O.
(8.31) lxpl = [l AL
(8.32) lo+ Bl < Jx| + |81,

Dit wordt op precies dezelfde wijze bewezen als bij rationale
getallen.

Te kunnen nmu ook rijen reélc getallen beschouwen en definiErens

Een rij o, heet convergent met limiet o, als bij dleder posi-
tief reeel getal £ een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor
alle natuurlijke getallen n met n>N geldt [ - a0, f< £.

Een rij o, heet een fundamentaalrij, als bij ieder positief
regel getal ¢ een natuurlijk getal N te vinden is, zodat voor alle
natuurlijke gétallen m en n met m>N en n>N geldt |ovm, -a,) < €.

Voor rationale getellen stemmen deze definities schijnbaar niet
overeen met de vroegere, omdat hicr een re€le £ in de definitie
staat i.p.v. een rationale e. Om aan te tonen, dat 4it schijn is,
bewijzen we serst:

(8.33) Bij icder reéelgetal £>0 is een rationaal getal e te vinden, '
zodat &> e > Q.

Bewijs. Kies {e.‘} € & . Er is een >0 en cen N te vinden,

zodat voor n> N geldt e, > d, dus e, ~ 74 > 7 d. Higruit volgt

€ - +d > 0. Kicst men dus e = 74, dan is &> e :bﬁQ
(8.34) Als een rij rationalc getallen convergent is (mesp. een
fundamentaalrij is) volgens de e~definitie, dan ook volgens de £- .
definitie en omgekecerd.
Opgave 32. Bewijs (8.34).
(8.35) a1s {a,}ceor, dan is lim a, = o<,

n ¥ oo
Bewijs: Ncem een willekeurige £>0 en kies hierbij een e met
E>e > 0, Tr is dan cen N zodat voor m>H, n>N geldt !am—- a,,,]<:f.‘
Neem nu een willekeurige, maar vastc m met m >N, en beschouw A2 =
& - a,, , tan geldt voor b,,=a, - a,, , dat fbm f e-/<3 « Voor

\\



€ rj\voor alle éf V Begrensd als er een mbes*baat, zodat[&fs
voor alle ¢V .
(8.38) Een verzameling V redle getallen, die naar boven en naar |
bencden begrensd is, is begrensd. Ben verzameling V reele getallen;f
dic begrensd is, is naar boven en naar heneden begrensd. ‘ !
Bewijs: Kies X= max( 7o --(5\), voor £« V en é > 0 geldt |
dan [ €] = E<y<x , voor £ec Ven £<0 geldt /-—-é‘
< -dJ<x . Het omgekeerde is triviaal.
" Een regel getal X heet een bovemgrens van een naar boven be--
grensde verzameling V reSle getallen, als voor alle £« V geldt
< o
Een recel getal o¢ heet de bovenste grens (of het supremum)
van een naar boven begrensde verzameling recle getallen als o een '
bovengrens is, maar geen enkel kleiner reéel getal bovengrens is,
m.a.w. als o¢ dc kleinste bovengrers is (Het is duwidelijk, dab |
hoogstens één redelgetal bovenstc grens van cen verzameling kan

zijn, zodet hot bepaalde lidwoord in de definitie eeruch‘cvaardlgd
is).

Aneloog definieert men benedengrens cen benédenste egrensg (;’L_zg_—
fimum). Dc bovenste grens van V wordt aangeduid met sup V, de
bencdenste grens met inf V. Te wetcon nog nichts over het bestaan
van deze getallen. Hierover zal de volgende stelling ons inlich-
ten.

(8.39) (Stelling van de bovenstc grens) Iederc niet- 1ege naar
boven begrunsde verzameling V recle getallen heeft cen bovenste
grens.

ABewi,js: Omdat V naar boven begrensd is, begtaat er een boven-
grens (7. ETies ecn geheel getal i 20, dan is il ook ecn bovengrens
van V. Omdat V niet leeg is, is er een /uev. Kics cen gekeesl ge~
tal m < Mo dan is m </A < M. Heem nu ecn willekeuvrig natuurlijk
getal n en beschouw de verzameling bestaande uit de gehele getal—
len k die voldoen aan m2" <k « N2 ", Omdat m2 <M2 ” s is dege
verzameling niet leeg; verder is zij begrensd en dus cindig. Voor
deze k geldt nu m < -‘-@ + M. De verzameling van deze breuken

»n

:@.;‘ bevat zcker een bovengrens van V, nl. Mt M, en

2 ’ ‘z [3)
daar de verzameling eindig is, bevat ze ook een kleinste element,
dat bovengrens van V is., Nocm dat element a, = '{éh ; dan is

A — 1 .

1
8pn = n = ""T""— geen bovengrens. e doen dit voor 1edur na-

tuurllg,k getal; als h >n, is a, <a,, want a,, » f.:z_ "‘f 2 f-n
"g, 2. 1 ” ) t <N ‘z '2 - =
— g kowt voor. in de verzamcling breuken bij h cn is boven-

grcns. Vemer is aj,, wel en a, - _— gcen bovengrens. Dus voor
1. <

4 9
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bewijzen nu dat {ayﬂg een fundamentaalrij is. Bij iedere £ 0 is een N
te vinden zodat voor V>N geldt do¢&  (zie opgave 26). Dus voor
h >N, n>N geldt }am- 'ﬁ.ﬁ%{ }’--, s als h > ® én‘fa..“~a#[{
< -Li,fl { £ als h < n. Volgens de stelling van Cauchy is dus {an}conver-
gent: _}imﬂ a,, =X . We bewijzen dat X de gezochte bovenste grens is.
Stel eerhs%’a:iat X geen bovengrens is, dan is er een X € V', ‘godat X' < X,
dus X - 20, Br is een te vinden zodat > —®p| <X -, dus
bp~t < K-t ap<){ y in strijd met het feit, dat #4; bovengrens
is. Dus ¥ 1is een bovengrens. Stel nu dat er een kleinere bovengrens

/<o  is. Dan is ‘:x’-/z >0 , dus is er een . zodat = <£X*~p*

,h?,nlsam-zg L a, L2

] Y 3 L
Daar dy/ ~ 3 &een bovengrens is, is er een x ey , zodat g - ,zflf
< ANKE. Hieruit volgt a,;'( X, dus Xr 2, > 0. Er is een

M, zodat voor n > M geldt | X —a.,|< X ~—'6Lc2/ s dus zeker

H=-ayn (KX-285 , -a, < ~ag s 2y < an.

Neamt men nu ?‘7:‘ max (M 4) + 1; wegens n>M 35 dan a?,' < a, , maar
wegens N >4 4 (G4 2 U, , hetgeen een tegenspraask geeft. Dus is o¢
de bovenste grens van V , waarmee de stelling bewezen is.

Uiteraard @ségok een overeenkomstige stelling van de benedenste grenses
Men verwarre verder niet de bovenste grens met het grootste element
(het maximum: max V ). Zo heeft de verzameling der redle getallen <}
als bovenste grens 1, maar geen maximum. Tussen beide begrippen bestaat .
het volgende verband:
(8.40) Als de bovenste grens van ecen naar boven begrensde verzameling ¥V

reéle getallen tot V behoort is =ze het groots%]éen*}%.%-t\/.Als de verzame- -
ling V redle getallen een grootste element bezit, is dit tevens de boven~
ste grens. (Als sup V en max V dus beide bestasn, geldt sup V =’?77«“<‘.‘/~)- '
Opgave 33. Bewijs (8.40). ‘ '

We noemen een rij regéle ge‘ballen {O(m} monotoon niet-dalend (of iso=
toon), als uit Mm<M volgt X, & &, monotoon niet stijgend (of antitoon),
als uit 9w <n volgt X > X, , monotoon stijgend (of streng isotoon),
als uit m<dn volgt X%<o<m, monotoon dalend (of streng antitoon),
als uit M< P volgt ox_ >, In alle vier de gevallen heet de rij mono-
tson, in de laatste twee gevallen strensg monotoon.

(8.41) Een rij {04..,, is isotoon als O(,mg X .., Vvoor alle M, en ans—

loog voor de andere gevallen.

Opgave 34. Bewijs (8.41).

(8.42) Ben monotone begrensde rij is convergent. Als de rij isotoon (resp.

antitoon)is, is de limiet > (resp. £ ) een willekeurig element van de

rij; als de rij streng isotoon (resp. streng antitoon) is, is de limiet
> {resp. £ ) een willekeurig element van de rij.

Bewijs: We geven het bewijs voor ecn isotone rij; voor een antitone
rij geat het bewijs geheel analoog. %en isotone rij is automatisch naar




beneden begrensd, imnt,'“b(;):x, voor alle M . Omdat zij nu ook naar
boven begrensd is, is er een )’ , zodat ¥ Y voor alle Y | We beschor
wen nu de verzameling der Xy, 3 deze is niet lesg en naar boven begren:
en bezit dus een bovenste grens X . We bewijzen nu dat lim Xp= X

N30 .
Neem een &20C , dan is X ~< geen bovenste grens, dus is er een N ,
zodat X-& < Xy X, Voor #i> N is X, ¥ Xy, maar ook uy,< X

dus X-& <X LXgys 9 L X~ <& | dus X ~2&wmI<E, du
ml.}inu X, = X, Tevens is blijkbaar X >Xm voor alle ¥, Als de rij
streng isotoon is geeft de veronierstelling X = 2, ,voor een of andere
Wi . direct een tegensvraak met X, < Kayn,; en KA.y, < X
(8.43) Bij ieder redel getal X 2 0 is één en slechts &&n rescl getal
/3 0 te vinden zodat /?' = %X | We noemen dit getal /3 = V.
W]u:_;}__' Terst tonen we aan, dat er niet meer dan één kan zijn. 3Stel
/:' Loy ,,5},.0( , Oé'ﬂ,zile , dan is /’\Qﬂ$\{2’2 , het-
geen een tegensprask geeft.Voor « = < voldoet /2 = O, yvoor X =/
voldoet ﬂ)f—f . Verder kunnen we ons beperken tot Vmet 0 <¢<] | want
als het daarvoor bewc)azen is en <= >/ , dan is f'" < en er }besta*;a'b
een Xl*t}zoda‘c }fi—,o%. Stelt men dan /3}3}' , dan is /;’, = Ty ;j(——zo(
Nu nog het geval ¢ <x < | . Beschouw de verzameling der regle getallen
§ , die 2 O 713n en waarvoor geldt g <2 | Deze verzameling is niet
lecg, want - Yl , dus X behoort er toe, en na‘lr boven begrensd, want
1 is een bovengrens ( immers uit i/) >/ volgt 7/ > 7/ > > ).
De verzamellng heeft dus een bovenste grens /3 . We bewijzen, datf = X,
Stel ﬂ >% (resp /3“40* ), dan gn,ldt voor >~ = Z45 , dat by </3
(resp. § >R ) en O > ( BI'EBS}_J«X~ <X, L+ 6
Opgave 35. Bewijs dit laatste (Redenecer om het bewijs te vinden eerst
" van achter naar voren, d.w.z. begin bij het te bewijzen),

Als nu '5 ?0< is, is, wegens Y < ﬂ Y geen bovengrans, dus is
er een é met ; < X en f >% , manr ;’ ,><) G >U>0< hetgeen een tegex
sprask geeft. Als _/5 <A isg, is o )6’ en § <X direct inm strijd met
het fwl‘t datﬁ bovengrens is.

Dus /2 =,

Uit (8.43) en (7.1.) volgt nu, dat VZ niet mtlonaal is. We noemen
redle getallen, die niet rationasl zijn irrationaal. We weten dus uu dat
de rationale getallen een echte deelverzameling van de reéle getallen

vormen; hiermee is de invoering van de redle getallen pas ten volle ge-
rechtvaardigd. . Anders uitgedrukt: nu is bewezen, dat niet iedere fun-
damentaslrij rationale getallen in het gebied der rationale getallen cor
vergent is, b.v. een fundamentaalrij die tet de klasse van VZ behoort
(dew.z. een fundamentaalrij die naar V2 convergeert) convergeert niet
naar een rationaal getal.

{8.44) Tussen twee verschillende re&le getallen ligt een irrationaal
‘getal, dat van beide verschilt.



Bewijs: ‘Stel‘ X >/ , dan is X-VI > B-VZ .. Er is volgens (8.37)

een rationsal getal ¢, zodat X -VZI > > 4 VZ , dusex’ > eAVE > .

Nu is c+ V2  irrationaal, want als het rationaal was, was ( C ¥ VZ)-c = .
= VZ ook rationaal. £

(8.45) Als de verzameling der redle getallen in twee klassen T en R ver=— |

deeld wordt, zodat het volgende geldts '

1° ieder redel getal ligt in é&n en slechts éé&n van beide klassen,

2° 1 en R‘ zijn geen van beide leeg,

50 uit 5 € Ten e Rvolgt §< 7,

dan hecft L sen grootste of R een kleinste element en niet beide (snéde

van Dedekind).

Bewijs: Dat niet beide kan is duidelijk: stel X het grootste element
van T en s het kleinste element van R, dan is X < L2, dus :%ﬁ{/];
7owel de veronderstelling 0—‘—:{‘[} € 1 als de veronderstelling O%ﬁ € R
leidt dan tot een tegensprask. L is niet leeg en verder naar boven be-

grensd, omdat R niet leeg is en een element van R bovengrens van L is.

Dus heeft I een bovenste grens X . Als X € I, is X het grootste element

van L. Als o >Z L, is ¥ & R. Als er een )'/)é R was, met 7<9< ’

wa.s ¢7 ook bov’engrens van L, in strijd met het feit dat ' bovenste grens

van T is. Dus is & het kleinste element van R. }
We hadden sneden rationale getallen ook voor de definitie van de re-

ele getallen kunnen gebruiken. -

Als ~.’X<ﬁ, , noemen we de verzameling der refle getallen ; , die vol-

doen aan K< fé (5 het (gesloten) interval [)(/jv] . We noemen {9’-—“

de lengte van het interval.

(8.46) Als van een rij LX v, ﬂm] intervallen geldt -

1° wit M <m yolgt K, L Ko, en /3,273, (we zeggen dan dat de in-

tervallen in elkaar geschakeld zijn),

2%1im (n e A, )=0 ( de lengtenconvergeren naar nul),
(n_‘?w 4 ¥ »
dan is er &én en slechts één retel getal dat tot alle intervallen behoort

(intervalschakeling).

Bewijs: {%“t is een isotone begrensde rij (X h‘éﬂ,ni— 3/51 voor allem),
die dus convergent isz lim X, =¥ met ¥ %X . Tvenzo geldt lim s, = &
DX

and.

met § < F/Y,.S‘te‘l nu v , dan is | ¥ ~%|> 0. ®r is den een N, zodat
veor m > N, geldt lg:i&n‘ < —.s;' hf”ﬂ y een N, zodat voor m > N,
geldt | ¥ - o) <§lb’- <) en een N; zodat voor > N ;geldt

| o =] < £ [% = 8. Voorm= max (N, ,N;, Ny ) + 1 geldt dan

I -%1¢ Iy -*al + A =)+ I/’,/gf< h{'g}; wat
een tegensprank geeft. Dus ?5/:8 en o/ ¢ %/é [ * Dus b/voldoet aan

de eisen. Stel dat er een bf, was, die ook amn de eisen voldeed en Kl:;f ¥
Als Y, > dan ¥,—% > 0 dan is er een waarvoor {3,,,,"-?5' <Y, - Y

dus /. 4}_{3 hetgeen een tegensprask geeft . W ¢y &eeft ep analoge-wij-—
ze ecn tegenspraak,
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W% hadden 1ntervalscna“ellnﬁeﬂ ratlonale getallen 007 voor~dé' '
definitie van de reéle getallien kunnen gebruiken. gre
(8.47) (Stelling van G,Cantor): De verzameling der reele getallen is
niet aftelbaar. ' ;

Bewijs: Te tonen aan als :x<k4 is de verzameling der reele ge-
tallen uwit het interval | Xm%} niet aftelbaar. stel dat ze wel aitel-
baar wearen, dan was er cen éénéénduidige toevoeging ?w van de reele
getallen van [%/4] aan de natuurlijke getallen. 7e gaan nu een inter-

valschakeling maken. e beschouwen de drie intervallen
2ol+B 7] P ARNA o<+2,/3j o(+§/¢’
{Z}\ 3 R ( 3 [ o /?’7 ‘

}
Ze hebben alle drie de lengte #2=*, Hinstens één van de drie bevat
et getal £, niet. Neem zb een als Ux,,ﬁﬂ « Stel dat ﬁ%m,(z 1 gevon-
den is, dan passen we op E%,48 1 hetzelfde procédé toe als zoeven
op [a A)enkiezen als [K.,,,, (g’m,j ¢én van de drie intervallen, waar
£_ 'niet in ligbt. Het is dan maktelijk te bewijzen, dat LXW‘JQ"}een

2

i
in elkaar geschakelde rij intervailen vormen, dat.voor alle n [« 2 ]

s = " -~y 5 —~% ey oy ..-!r .L-
gwniet bevat en dat [ﬁ%wJQn}de lengte 41;; heeft. Maer 5"<-2», dus

lim — =0 , dus 1im /A2=% = 0 (waarom?), dus convergeren de leng-
nwoa 3 Y - 3"

ten naar nul. Er is avs volgens (8.46) een getal ¥ dat tot alle in-
tervallen behoort: W€ Y S ’3 voor alle n. haar A X £(3

dus & ¢ }_‘f<'/3 Dus is er ecn m, waarvoor )_. $ e DIt 1e1d’c echoer
tot een tegenspraak, want §M11gt niet in L?un”gmjen }’Wel.

Te kunnen het bewijs nog iets aanschouwelijker malen door deci-
maalbrevkontwikkelingen van de refle getallern te gebruiken. Zen deci-
maalbreuvkontwiklkeling is n.l. niets anders dan een intervalschekeling
13,672 +... betecent het re€le getal bepaald door de intervalschake-
ling [13,6 ; 13,7 1, [13,67 ; 13,68 ], [13,672 ; 13,673.] enz., met
lengten e :}Stel nu dat de re€le getallen tussen O en 1 als volgt

‘o
afgeteld waren:

1

\
0,%a,, 8,5 & - - - .
11 712 713
\

3
2 e 0y a8y 8y, 853 -~ - - -
>

- . -

/;

an1 an2 aIB"ianﬂ, . - -

- - - — -— - —— - - - - - —— - -

n

waarin a,, steeds een van de cijfers O,...,‘Q is. Ve passen nu de
diagonaalmethode toe: we vormen O, b b2 «ses, waarbij steeds B, £ aqn
is. Dit is weer cen reeel getal tuSDen 0 en 1. Als het het nummer nm
hecft, geeit bﬂlﬁ aqﬁmeen tegenspraak. Er treedt bij deze vorm van
het bewijs noz een kleine complicatie op, doordat cen redel getal
meer dan één decimaalbreukontwikleling kan bezitten (b.v. 0,5000e«e=
= 0,4999...). Te gaan daar nict verder op in.




An. 35

; We hebben in (8.47) een nieuw bewi;js‘ﬁ voor het bestaan van irrationale
| getallen. Zelfs is dé verzameling der irratiopale getallen niet aftelbaar.

We laten nu de afspraak om rationale getdllen met Tatijnse en redle
getallen met Griekse letters te schrijven vervallen.

Als @ueen rij redle getallen is, definiéren we B {,&,ﬂ} als de verzame~

1ling bestaande uit die en slechts die redle getallen xwaarvoor geldt:
bij diedere £X¢is een N te vinden, zodat voor 7 >N gelat a,, —X <&.

Het is duidelijk, dat B {&-n}de verzameling is van die reé¢le getallen
xwaarvoor geldt:bij ieder redel getal ywaarvoor Y X , is een N te vin-
den zodat voor M) N geldt 4, ¢y . Verder is duidelijk dat als X € B{ay)

eny >X , dat é’B‘fdm}. ’
(8.48) Als B {“ﬂn} niet-leeg en naar beneden begrensd is, is inf B fante
EB{owY. .

Bewijs: ¥oem inf B{@,]= a. Als agB{a.}, is er een b>a zodat bij
iedere N een n> N te vinden is met a ,, > b. Nu is b geen benedengrens van
Bfan} , dus is er een ¢ wasrvoor c<b en cE B{dh}f . %r is dus een N,
zodat van alle n >V, geldt & < b Dit is in strijd met het feit, dat
er een n N, is waarvoor a 3 b is. Dus a € B{Ofn}{.

We definiéren nus

lim sup A, = +00, als B {an} leeg is,
lim sup a,, = - @, als B {a\}niet naar beneden begrensd is,
lim sup a., = inf B{a,,} , als B {am’jniet—leeg en nasr beneden

fi

begrensd is.
Hierin zijn + ¢ en - o¢louter symbolen, geen reé¢le getallen. Er wordt
niet mee gerekend. Wel defini®ren we er ordeningsrelaties voors
+ 60 > X, voor alle redlex,

- o< X , voor alle retle X,
- 0 C#0

N

Het is duidelijk dat hierbij de transitieve eigenschap van de ordening
bewaard blijft.
(8.49) Bij ieder regel getal X, waarvoor X > lim sup a,» is een N te
vinden zodat voor n >N geldt ag < X. ‘

Dit volgt direct uit de' definities en (8.48).
(8.50) Als a,convergent is, geldt lim 2, = lim sup an.

Sewijs:  Noem lim a,= a. Stel qcﬂagmm::'eé’el getal Y, wharvoor t{ < aen
g € B{an} . Tan iéi?r een N; zodat voor ny N, geldt a4 ¢ i—f’—:&- en een
N, zodat voor n )N, geldt|a - ay| “-d , dus zeker a f ay, L 479
ofa, >%FY | voor n = max (N 1» N3) +1 geeft dat een tegenspraak. g
Verder is a€B{a,}, dus a het kleinste element van B {awl , dus 2 = lim
SUD @y, :
(8.51) Als er een redel getal C bestaat, zodat voor alle n geldt 2 4, C
(resp. a,> C), dan is lim sup a,, & C (resp. lim sup a8y 20)

Opgave 36. Bewijs (8.51).




G‘p geheel analoge wijze deflm.éren we 1lim inf a,, door uit te gaan
Van de verzameling O{@w }bestaande uit die en slechts die re#le getallen
X , waarvoor geldt: bij ieder redel getally, waarvoor y< X, is een N
te vinden zodat voor n?»N geldt a}, >Y . Dan is

lim inf a, = - = , als 0{a.}leeg is,
lim inf a,, = + oo , als O {ﬂh}nlet naar boven bzgrenad is, .
sup O{lnt, als O{an‘tnlet -leeg en naar boven be-

il

: lim inf ay
grensd is.
Voor lim inf a,,gelden dan overeenkomstige stellingen sls voor lim
SUp ay. ‘
(8.52) 1lim inf a £ 1lim sup 2. .
(8.53) Als lim inf a., = lim sup aeen redel getal is (dus niet +e of
- @ )}, dan is a y convergent en lim L 2y, = iim inf a ., = lim sup 8y .

”n—30

Opgave 37. Bewijs (8.52) en (8.53).

Als lim sup a, = lim inf a, = +0G¢, schrijven we lim a, = +02, even-
zo als lim sup a, = lim inf a, = - o, schrijven we 11)1&an = -, 1 B
die gevallen zeggen we echter niet, dat a,, convergent is ! Men noemt a,,
dan wel eigenlijk divergent.

Opgave 38. Formuleﬂr een voorwaarde VOOT a., , opdat lim a, = +00,
N>

0 . = 1 L =0, en als lim«

Egave 39 Bew135, dat alsr%zslgoa“ +00 , danm%rjlo o ’ LA G

= =0, dan lim a7 ,an{ = + 09 (Hierbij is verondersteld a.,# 0O voor alle n),
M->o00*

Oggave 40. Bepaal lim sup en lim inf van de volgende rijen:

1° a, = n 2° Ap= - 1; 3 Brp.s= 1y Byp = 2 3 4 a, 1ls een of andere

aftelling van de rationale getallen tussen O en 1.
'99. Complexe getallen.

Voor de invoering van de complexe getallen verwijzen we naar de cur-
sus algebra. '

‘Ben complex getal X is te schrijven in de vorm X = a + bi, met a en E.
reSel. a heet het reéle deel vanol (7=~ o: Rex ),fhet imaginaire deel
van % (‘M of ImxX ). i*= -1, De complexe getallen vormen een lichaam.

Als ¥ = a + bi (a en b regel), dan heet het getal™ = a-bi het toegevoegd
complexe (of geconjugeerd complexe) van O . Dan isX X = al + b een redel
getal 20 en dan en slechts dan = O alsX = 0, Het is onmogelijk, de com-
plexe getallen zo te ordenen, dat de gewone ordeningseigenschappen Be
voorschijn komen. Als het wel kon, was al} 0 voor alle a3;t0, dus i =
=-12 0Oen 1= 150, maar dan ook O =1+ (~7) > O hetgeen een tegensprazk
geeft. We definibren|af= Vﬁ Omdat a a regel en > O is, is dat een ge-
ocorloofde definitie; verder stemt het voor a regel overeen met het vroeger
gedefinieerde. (9.1) 3 = a.
(9.2) 2+b = 3+b, a-b = &-b, ab= ab, 1(%"=
(9.3) 2Ra =a +a3 , 2 ida =a - m
(9.4) {Ra | €\a), [Jal el
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(9.5) 1&?>’O en dan en sl«vchtv dan = Q als a = 0, S
(9.6) Jab] =]a| |b]. |
(9.7) Ja + vlgla) + |v].
Het nu volgende bewijs van (9.7) moet van onder nsar boven gelezen
worden.
|2 + vi< Ja| + Jb],
\/(a *b) BF0) < Vaa + V’ob,
(a +b) (& + D) <(Vaa + Vbb),_______
aa+ab+ba+bb$aa+2 aa y‘t:;‘i-bb,
ab + va <2Vaa /%5,
+ 2 abab+ b a2‘<~'4 aZ bb,
B° - 2 abdb + b° AC <0,

- 4 { 3(ab)f

We vragen ons af, wanneer in (9.7) een gelijkteken staat. Dat is dan @
en slechts dan het geval als in het bovenstaande bewijs ook overal gelijk-
tekens staan. Dat is als J(ab) = O en ab + b& >0, dusZ(ab) > O. Dus
ab redel en 20. Als b:;.i-O, dan is bb >0 dus -—%— = bg‘ = 0. Dus:
(9.8) Ja + b} =laj+ |b] geldt dan en slechts dan als a = 0, of b = O,
of als het quoti'e'rit van a en b positief redel is.

In de cursus algebra is uiteengezet hoe complexe getallen voorgesteld
kunnen worden als punten van het platte vlak. Hierbij wordt o.m. gebruik
gemaakt van de functies sin x, cos x,tgk en hun eigenschappen. We zullen
-ven dege functies voorlopig allest gebruik maken in voorbeelden, daar wij
i:Ln het kader van onze opbouw niet sangetoond hebben, dat dit werkelijk
functies zijn die voor alle res8le waarden van x gedefinieerd zijn.

We zeggen dat het complexe getal ¢ tussen de complexe getallen a en b
ligt alsja - ¢} + jc + b] =] - b}. Het is duidelijk dat ¢ dan ook tussen
b en a ligt.

(9.9) Dan en slechts dan ligt ¢ tussen a en b, als er een reéel getal A
bestaat, waarvoor 0 <X >\£? zodat ¢ =Aa + (1 - A .

Bewijsr Stel eerst ¢ =Aa + (1-A)b, dan is a-— ¢ = 'I-’A)'(a - b)
enc - b ='/\(a- b), dus Ja - ¢] + lc = bl =}1-2) (a— b)] [A(a - b)[‘_-.
= {1-A) a—b,+’\1a-b} = la - bl. Stel nu a - c} +Jc - b} = [a - b]=

= |(a-c)+ (c-bliAls c=b,danc = Ca + (1 — O)b. Als ¢ L b, dan volgens
(9.8), 2 : < *'/&reeel en 2 0. Hieruit volgt ¢ (1 +{L)= a +fib, maar
1+fu>1>o dus o =11+ﬂa+f€:—b. Nu is O <y—— < 1. Noem p—r— =
-:\ dan1sc=*;\a+(1—?\)ben0<[}\<,’ /U s+

Voor re€le getallen stemt het hier gedefinieerde begrip tussen overeen
met het vroegere. Stel n.l. ¢ =a + (1 "\)b. Als a = b, dan ¢ = a. Als
adb, danc2Ab +(L - A)b =benc< Na+ (t-N)a=a, dus b <c £ a.

;‘viengo voor agb. Stel omgekeerd b <c <a, dan la - ¢c|=2a - e, |c - Dbi=
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o — b} =a -b, dus |a -’c) +lc-bl =a-c+ec -b=a-b=l-bl
Ben verzameling V comﬁlexe zetallen hvb+ convex als uit a€eV¥, b €V,

¢ tussen a en b volgt ¢ € V.

Tlen convexe verzameling re€éle ﬂeballen heet een interval (in ruimere
zin dan vroeger).
(9.10) Ten verzameling redéle getallen is dqn en slechts dan een ‘interval
als het ecn verzameling is van een van de volgende negen typen (hierin
stellen a en b willekeurige, maar vaste reéle getallen voor)t

10 alle regle getallen . : , dit heet (- 50, + o),

2% alle redls getallen x, die voldoen aan a <X, ,, ,, (&a,+ 20),

30, 99 ' 'y Xy 99 y s vy @ £X, 49 5y (Bt m2),

40 ) X 9 Xy 359 ) ys X <by 55 5, {=eu, D),

50 'R 9y X Xy 93 X vy X <hy 4, 4, (-00, bjs

60 59 vy ’sy Xy 5 y 9 sy 2a<x < b, dit heet (a, b),

70 X X ) X3 »» s vy @5x < by 5, ,, [as b),

80 'y 'R X Xy 39 ) sy 2<x < by, 4, 5, (a, bjs g
9° v sy s Xy 9 'y sy XXX by, 44 5y [é'7 b}:

Bewijs: Dat deze negen typen convexe verzamelingen leveren is dulde-
lijk. Om te laten zien, dat een convexe verzameling V regle getallen tot
een van de typen behoort, onderscheiden we gevallen, naar geslang de ver-
zameling’ﬁel of niet nanr boven begrensd is, en wel of niet nasr beneden
begrensd, en als ze naar boven (resp. beneden)rbegronsd is, naar gelang
de bovenste grens (resp. benedenste grens) wel of niet tot de vorzameling
behoort: Laat b.v. V wel naar boven en miet naar beneden begrensd zijn en
sup V = b niet tot V behoren. Als x 2 b, dan x & V. Als x <b, dan is er,
omdat V niet na-r beneden begrensd is,een Y&V met ¥Yy<x, en omdat X geen
bovengrens is, een z €V met z >x. Omdat V convex is, is dus x &€ V. Ius
V verkeert in geval 40. Bvenzo voor de andere gevallen. .

We noemen de intervallen, die in gevallen 10, 20, 40 of 6o verkeren
open intervallen, die in 30, 50, 70, of 8° halfopen intervallen, die in
° of 90 begrensde intervallen.

)

9° gesloten intervallen, die in 6°, 7°, 8
Opgave 41. Als a en b complexe getallen zijn, heet de verzameling V der

complexe getallen tussen a en b een lijnstuk. Bewijs dat een lijnstuk
‘convex is. .
Opgave 42. Als a een complex en r een redel getal >0 is, heet de verza-
meling V der complexe getallen x, die voldoen aan }x - a} < r een cirkel-
schijf.Bewijs dat een cirkelschijf convex is. ' i

5510. Buclidische ruimten.

‘We beschouwen de verzameling der n - tupels reéle getallen (5XL)’
waarin i natuurlijk, 1 < i g

< n. Deze verzameling heet de n -~ dimensionale
Buclidische (of Cartesische) ruimte. Een element daarvan heot ook ecn

punt. We geven de punten aan met Datijnse, de reéle getallen met Griekse
letters. We noemen de getalleno, de componenten (of cobrdinaten) van(&)L
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definivren de som van twee punten a = (; Yenb = ( (*: ) door a + b =
= (dli+[3;' ). Verder definidren we het product van ecn redel getal A en een .
punt & = (iX;)., Dit is weer cen punt en wel A a = (AXi). Het »unt (0)
noemen we O, Ne ¢ d»flmércn de absolute waarde van ecn punt a = ( o)
door: f{al VY A1 . Dit is een retiel getal.

A
i ——

(10.1) Jat> O en = 0 den en slochts dan als a = O,

(10.2) \c(a\ = ot lal

(10.3) 1a + bi{<]al + bl :
Hiervan zijn {10.1) en (10.2) makkelijk +e¢ bewijzen. Om (10.3) te be-

wijzen, hebben we ezrst de vo‘lgende hulpstelling over reéle getallen nodig:

(10.4) Als 3(, S enY redle getallen vlgn, zodat voor alle re8le getallen

£ geldt fXS b 354“\’ > 0, dan is /3 ‘7“\)(40 A>0 , Y>>0,

Bewijs? 1°X = 0. Dan is geg geven 2 G; + X) 0 en te braw:tgzen /?
(Qusp=0) en ¥} 0. stel [l 0, dan is 0K 2/3(- Y+ +¥ = —1<0
hetgeen een tcgenspraak ge(bft Dus 3= 0 en {) 0.
Baﬁio.Noemhw‘ +l*!+1 danlsfl "ﬁ-o(;.}/‘
Y- (2‘3\ -y Z(l”) H} L=y = oo, aus

x VZ +2pn+Y = X (K] + 2@( i?+ -’L-) { 0, hetgeen een tegenspraak

geeft. Dus X € 0 is onmo%elljk Y ﬁl
3° «>0. Dan is 0 & —-—~——) + 2 ) +Y = ""q ,dus/3 - ¥{y¥o.
Stel X< 0, dan XYL 0, dus /~5 >O hetgeen niet zo is. Dus X 2O.

Nu bewijzen we (10.3). Stel a = (4),. b = ( i), Drxn is voor een redel
getal 2 O(Xa +Abl? = i (X + 203 ) S”Ofg -&-EAﬁCX}_ﬂ;-i +

cxt v | il

+ >\2 i H i Nu Volgt U.l't (1004)

; 3
(10. 5) >_u X /3,) 2{ 2 X ) (i i{»‘,‘:) (ongeh;;kheld van Schwarz)
Dus |a” 1 5':, R 2’ + Zitd:&;ﬁ'g + }' {AL _4_ i 3{1 s
er : M& R vk 2.
+ 2 2 V.L... A 2: 4 VZ_\ 9( +VZ 2) -
={lal™® Joff THus ja+nl ey o+ I"h = & f

(10.6) Als voor de redle getallen ¥ ,%en Y geldt .. ° = ¥ = 0, dan is
X = 0 of er is een re8d getal 5 waarvoor =& + 207 + % - 4,

i

Bewijs : Als =#0, dan voldeet & = - —/. :

Opgave 43, Ga na onder welke omstandicheden in (10.3) het gelijkteken
staat.

De verzameling der complexe getallen is op te vatien als een tweedi-
mensionale Buclidische ruimte. Denk aan de invoering met getallenparen:
a = (Ma,Ta).

De definities van som, getallenveelvoud en absolute wasrde stemmen over—
een m*t de vreegere. We hebben in deze §dus gen nieuw bewijs gegeven
voor de driehoekesungelijkheid voor complexe getallen. Evenzo is de ver-

zameling der reéle getallen een &éndimensionale Buclidische ruimte.

-
%1l. Metrische ruimten~ Convergente rijen.
We hebben het begrip convergentie van een rij tot nu toe veor reéle
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getallen gedefinicerd. Dit is echter oek mogelijk voor complexe getallen
of Buclidische ruimten, in het algemeen als er tussen de elementen een
afstand gedefinieerd .is. Dairom zullen we nuhet convergentiebegrip alge-
meen invoeren voor dergelijke verzamelingen. '

Ten verzameling heet een metrische ruimte als aan ieder tweetal elemen-
ten a en b een retel getal ¢ (a,b) toegevoegd is, dat de afstand van a en b

heet, zodat voldaan is aan:

1° 8 (a,b)7> 0 en = 0 dan en slechts dan als a = b,

2°((a,b) =¢ (b,a),

3° £(a,b) £ 2(a,0) +¢ (c,b).

(11.1) Als men in de verzameling der re&le of complexe getallen of in een
Tuclidische ruimte definigert {5(3,b) = la - b}, dan zijn deze verzamelingen
}metrische ruimten.

t(ll.z) Een deelverzameling van een metrische ruimte is een metrische
ruimte (t.0.v. hetzelfde afstandsbegrip).

Opgave 44. Als we in een willekeurige verzameling defini‘érent/ (a,b) =1
als a 76 b en z‘?«(a,}a) = 0, dan geeft dat een metrische ruimte. Bewi]s dat.

Een rij a, punten van een metrische ruimte heet convergent metllimigt
a als bij ieder redel getal £> O een N te vinden is, zodat voor n > ¥
geldt ¢ (a,a J<t.

Fen rij a, punten van een metrische ruimte heet een fundamentaalrij,
als bij ieder regel ge'tal &7 0 een N te vinden is, zodat voor n >N en
m) N geldt #(a, | a )<&

(11.3) Ben convergente rij heeft niet meer dan gen limiet.
(11.4) Ren convergente rij is een fundamentaalrij.

De bewijzeh van (11.3) en (11.4) zijn geheel analoog met die in %7.

| (11.5) Als in een convergente rij eindig veel termen veranderd worden,
ontstaat een rij die convergent is met dezelfde limict als de oorspronke-
lijke rij.
Ovgave 45. Bewijs (11.5). _
(11.6A1ls (n)een é &ntérguilige afbeelding van de verzameling der natuur—
lijke getallen in zichzelf is, a,, een convergente rij met limiet a en b~
= Bypy, dan is b,convergent met limiet a. .

Bewijs: Necm een willekeurige & > 0, dan is daarbij een N zodat voor
nyN geldt ¢(a , a )<€. De verzameling der natuurlijke getallen m,
waarvoor geldt ¥(m) £ ¥, is gelijkmachtig met een deelverzameling van het
begindtuk[l,ﬁj der natuurlijke getallen en dus eindig. Als ze leeg is,
geldt /(m)) N voor alle m; als ze niet leeg is, heeft ze een maximum M
en dan geldt }i’(m) 7N voor allem » M. In ieder geval is er dus een M zodat

vweeormd M ogeldt (m) N en dus fa - b,m[ = Ia - aﬁ‘m"< £.

Als de afbeelding Y (n) bovendien nog voldoet agn: uit m<n volgt ¢ (m)<
(‘f’(n), dan heet b_“n een deelrij van e Als ‘79(n) een afbeelding van de
natuurlijke getallen op zichzelf is heet bfh een verschikte rij van a;?
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Specialé gevallen van (11.6) zijn duss
(11.7) Ben deelrij van een convergente rij is convergent met dezelfde
limiet.
(11.8) Ben verschikte rij van een convergente rij is convergent met de-
zclfde limiet,

Als voor de rijen ay, en ip geldt, dat er een k is zodat bn+k= a, voor  3'
gile’n dan zegt men dat b, uit a ontstaat door k elementen voor te plaat—

Sen.
(11.9) Als &y convergent is en b, uit a, ontstaat door k elementen voor
te plaatsen, is b= convergent met dezelfde limiet.

Opgave 46. Bewijs (11.9). Merk verder op, dat men deor (1l. 9) en (11.6)
te combineren ook kan komen twt het toevoegen van eindig veel elementen
(niet noodzakelijk aan het begin van de rij). Formuleer dat.

Dit alles geldt wor algemene metrische ruimten. Nu specialiseren we
tot een n- dimensionale Muclidische ruimte. Met een rij a  punten, a =
( m), corresponderen n rijen der componentenCK (Hierin is i een

natuurlijk getal £ n; m doorloopt alle natuurlijke gptallen).

(11.10) Een rij punten van een Buclidische ruimte is convergent dan en
slechts dan, als alle rijen der componenten convergeren en wel is dan de
limiet van ecen componentenrij de overeenkomstige component van de limiet

der rij punten
Bewijs: 1% 1im a =a zij gegewen. Dan is bij dederec £ » O ecn N te

RITE g0
vinden zodat voor mY N geldt ‘a - am{(g . Maar nu volgt uit de definitie

van absolute waarde direct, dat [X. —xlef<ﬂa - a \ voor alle 1§§n. Dus
1im Xy = voor slle i< m.

g s,

b2 ‘}1m3(1m~<xi voor alle 1 £ n zij gogeven. Blg dedcre£” O is ecn N
.Q'ﬂ}
N 4 N —--—", P T
te vinden zodat voor m},Ni geldtlo(l !( = \o;m N = r?ﬁi\le

voer my N cn voor alle i< n geldt dan (->(. —O( )2< -5—- dus -

2 s ' ) \
-, )¢ p £ - =
?413 o, )< n S—= dusla - a nl= ;:(X' o ) <&y dus limea = a.

(11.11) RBen rij nunten van cen Buclidische ruimte iz een fundamentaalri]

dan en slechts dan, als alle rijen der componenten fundamentenlrijen zijn,
Het bewijs is gcheecl analoog met dat van (11.10).

(11.12) In ecn Buclidische ruimte is een fundamentanlri] oonverﬁent (m.a.w.

in een Tuclidische ruimte geldt de convergentiestelling van Cauchy ).

Opgave 47. Bewijs (11.12). _

(11.13) Als in een Buclidische ruimte geldt lim a, = 2 dan is 11m § 2 =

-Jal . e "

Dit volgt direct uit ‘ga[ —\b” £ la - bl , hetgeen net zo bewezen wordt

als in opgave 19.
(11.14) Als in een ™uclidische ruimte geldt lim a = a en lim b

vy > o 1 ez
zijn de rijen ag + Ppena - b ook convergent en lim (a_ + b

= b, dan
a+b

i

An=oe M
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en 11m (a - b Y =a - b.

,(11 15) Als in een Buclidische rulmtegakmlmnam—a-en voor de rij regle ge~'G
300 =

tallen™X_, dat 1imﬁx =X , dan is de rij ™ a convergent en limo( a =
m Vi) -5 A : m m PT->33 m
=X a.

Opgave 48. Bewijs (11.14) en (11.15).
Het voorgaande geldt ook voor complexe getallen en reéle getallen

(als twee- resp ééndimensionale Buclidische ruimten). We formuleren

(11.10) nog even vror complexe getallens
(11.16) Ben rij an comnlexe getallen convergeert dan en slechts dan als

de rijen der re¢le en derimaginaire gedeelten convergeren en er geldt

- A
lim a —1m1ﬁa +:11mxjaﬁ
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Voor complexe getallen (en dus ook voor re@éle getallen) geldt verder

nogs

(11.17) Als a, en b convergente rijen complexe getallen zijn (lim a =
ry —»

=a en limb_ = b), dan is de rij a b convergent met lim a b = ab.

vy e m AL RS 2]

Ads bovendien b # 0 en bm # 0 voor alle m is de rij -6~m~ convergent met

. a m. . @ N m
lim < 5 3T
V=G m

Opgave 49. Bewijs (11.17).
{11.18) Als a, en b convergente rijen regle getallen zijn met limiet a
resp. b en 20 < bm voor alle m dan is a \ be.

Bewijsr Als a > b, dan is er een m te vinden zodat | {a - b) = (am-bmﬂ<
<$#(a-b),dusa-b-a +b <Ha=-D), b -a <-i(a~-Db)<0,
bm < 2. Dus a Do
Opgave 50. In een Tuclidische ruimte definidren we i all = maxﬂ( l voor

= (o&). Bewijs, aat Jali ook sande eigenschappen (10.1) (10 2) en (10. 3)
voldoet. Hee ziet veor n = 2 de “eirkel® jix} =Y () sen constante) er
uit?
Opgave 51. Definiéren we de afstand Z"j(a,’o) door ﬁ.aaqb} = jla - b”y dan
voldoet dit aan de axioma's van een metrische ruimte, Toon aan dat het
begrip convergentie in deze metrische ruimbe hetzelfde is als in die gede~ .
finiterd met de gewone absolute waarde, d.w.z, 2ls een ri}j an convergent
is volgens de| | -~ definitie dan ook volgens de] I - definitie en emge=—
keerd.

ng. Open en gesloten verzamelingen. Commnacte rulmng

In een metrische ruimte verstaan we onder de £ - omgeving van een punt

a de verzameling van alle punten x met 5?(a,x)<f£', Voor de re€le getal-
len is dat het interval (a =&, a +£& ).

Van een verzameling‘v’in een metrische ruimte’R heet a & ;i een ver-’
dichtingsount, als bij iedere £2> 0 een x & V" te vinden-is, zodat x #
#aen ¢{a,x)<& , ma.w. in iedere £-omgeving van a ligt een van a ver-
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schillend »unt v'>n\/ . Het Yn.mt 2 behoeft niet tot\/' te behoren. -
(12.1) Een punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van \/als er een
rij a, punten van V is, die van elkasar en van a verschillen (d.w.z. uit
m#n volgt an 4 a  en vesr alle n is a # a), zodat ',}}bgls a, = a.

Bewijs: Dat uit het bestaan van een dergelijke rij volgt, dat a ver—
dichtingspunt is, is duidelijk. ILaat omgekeerd a verdichtingspunt zijn.
Kies ay, zodat ay eV, a, #aen ¢(a al) < 1. Stel a, gekozen, zodat
ané\/’ ,an;éa, f)(aa)(*ﬁ‘r envoorn>1bovend1cn ¢ (a,a ) <
ctlaay, 1) kies dan a_,, zodat a & V , a BRI TG (a an+l) <

<min{n' — » £ (a.a ) Dat kan omdat wogens a # a geldt 2 (a, a, ) > 0.

Dan 1s makkelijk te bewijzen dat uit m< n volgt & (a,a )< £ (a ), dus

P zeker ay * 2 . Verder isa #aena ¢V en g(a a,) < voor alle n,
Dagruit volgt 11m a, = 2.

' Uit (12. 1} volg‘t ook directs

(12.2) Ben punt a is dan en slechts dan verdichtingspunt van lf als 1n ie=-

dere ¢ - omgeving van a oneindig veel punten van Y liggen. .

Wen verzameling V in een metrische ru1mte K heet gesloten (of afgeslo-
ten) als alle verdichtingspunten van V tot V behoren.
TBen verzameling V in een metrische ruimte R heet open als bij iedere
a v cen £ 0 te vinden is, zodat de & - omgeving van a geheel tot
\fbehocrt.
De begrippen open ¢n gesloten zijn relatieve begrippen. Of V open

(resp. gesloten) is of niet hangt niet alleen van V zelf af, maar ook van -

de ruimte X waar vV in ligt. Zo is het interval (0,1) open in de ruimte der

regle, maar niet open in de ruimte der complexe getallen. Om deze relati-
viteit tot uitdrukking te brengen zeggen we open in f\(resp. gesloten

in K Y. Als er geen gevaar voor verwarring is laten we "in h“ echter weg.

Opgave 52. Rz ij de ruimte der reéle getallen. Zijn de volgende verzame-

lingen al of niet open (resp. gesloten)? 1° de verzameling van alle ratie—

nale gectallen, 2° een eindige verzameling retle getallen, 30 de verzameling
van alle retle getallen, 4° de verzameling der getallen -———(n natuurlijk),

n

5° de verzameling der natuurlijke getallen,
Opgave 53, Dezelfde vraag als P\ de verzameling der positieve reéle getal-
lemn is. De gevallen 10, 2° en 30 moeten dan ook tot positieve getallen
beperkt worden.
(12.3) Het complement van een open verzameling is gesloten; het cdmple-
ment van een gesloten verzameling is open.

Bewijs: Stel O open in K . Neem een verdichtingspunt a van?/@f
Als a ¢ 0, dan is er sen- £70, zodat de £ - omgeving van a tot O behoert
in strijd met het feit dat a verdichtingspunt van R |0 is. Dus a gﬂl o,
a [t K}U', }\{O' is gesloten. Stel A gesloten in A\ . Neem een punt aé& R/
S%el dat in iedere & - omgeving van 2 cen punt van A lag (dat dan zeker
wegens a S‘ZA van a verschilde), dan was a verdichtingspunt van p, dus
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c A, ‘1¢ A, hetgeen een tpgensnrq%k is. Dus moet er eeng - omgeving
van o bestaan, die geen punten van A bevat, dus geheel tot RfA behoort.
Dus R/A is open. ‘
(12.4) Als van een niet - lege naar boven begrensde verzameling Vre‘éle
getallen de bovenste grens a niet tot Vbehoort, is a vebdichtingspunt
vanV . :

Bewijs: Voor iedere & > 0 is a - ¢ geen bovengrens van) . Br is dus
een x € V, zodat a - £ < x £ 2, enxfaomdat a¢V. Dus |a - xl<5
n 1s verdichtingspunt,

Ben direct gevolg van (12.4)is:

{12.5) ®en verzameling redle getallen, die niet - leeg, naar boven begrensad
en gesloten is, heceft een grootste element.

Een metrische ruimte heet compact, als iedere rij punten van die ruim-
te een convergente deelrij bezit.

Het begrip compact is geen relaticf begrip. Om dus b.v. te bewijzen,
dat een deelverZameling V dexr reéle getallen een compzcte ruimte vor:t;rb,
moct niet alleen asngetoond worden, dat iedere rij uit V een deelri] heeft
die near een reéel getal convergeeertmaar zelfs een deelrij dic naar cen
element van V convergeert.

(12.6) ®Ben metrische ruimte is dan en slechts dan compact als jedere on=
eindige deelverzameling een verdichtingspunt heeft.

Bewijs: Stel de ruimte is compact. Neem een oneindige deelverzameling.
Danruit kan een rij met veschillende elementen gevormd worden. Deze heeft
een convergente deelrij, die natuurlijk ook verschillende elementen heef‘b;
De limiet is verdichtingspunt. Stel nu een ruimte, zodnt iedere oncindige
deelverzameling en verdichitingspunt heeft. Neem een rij a, uit die ruimte.
Beschouw e verzameling V der .elementen &y We ondersecheiden twee geval-
lens
10 V is oneindig. Dan heeft ¥V ecn verdichtingspunt a. r is ecn bl eV
met by #a cn ﬁ(a b)(l Dan is b}_ ‘/(l)' Stel b 70 gekozen, dnt b eV

(dus b, = a‘f’(n)) # a, ;O(q b ) ¢ 1 _-en voor n>l bovendlen;/’(nb
>‘f7(n - l) Noem § = mln( — f(bn,a))n , dan is, wegens b_ 4, T
Omdat de deelverzameling der x &€ V, waarvoor (f(a x)<§ a’ onelndng is, is

- ; . C{ I =
er een i >(f(n), zodat { (ain , a) <i,enay i #a. T\Toem deze i_ /(n+l)
eﬁ;. =5 dan is b €V, b Fa, £(ab ‘)<}--—— en ¢Y{n+1))
Y(n+l)  “n+l? n+l ! Pp+l 7O " ¥+l n+l
7¢(n). De rij b, is nu blijkbaar een declrij van de raj a . Verder is
%i.%;bn = a, dus ay heeft een convergente deelrij.
2" V is eindig. Dan is er een x& V, zodat de verzameling K dor natuurlijke

getallen i, waarvoor a. = X, oneindig is (anders was de verzameling der

i
natuurlijke getallen eindig). We defini®ren nus (1) is het kleinste ele-
ment van K en Y (n+l) is het kleinste élement van K dat groter dan ¢ (n)
is. Dan iﬂs,bn = a}ﬁ(n) een deelrij van a, en wel een constante, en dus

convergente deelrij.
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€12.7) (Stelling van Bolzano - “sierstrass)., In cen Eueclidischec ruimte .
heeft iedere begrensde oneindige deelverzameling V een verdichtingspunt,
Beijs: Omdat V begrensd is, is er eena' zodat [x[syvoor alle x€ V. i
(x = (éi)). Daarvoor is dan ookléi[:{}, dus éié["f*ﬂ' To verdelen elk der

intervallen in teeén, n.l. [—-()‘,O] cn [O,b’}en krijgen zo een verdeling

. . . . n,
van de verzomeling der puntcn waarvoor M:JSJ’ in eindig veel (en wel 27)

deelverzanclingen (die niet disjunct zijn). Minstens. één er van moct ;
oneindisz vecl punten van V bevatten. Hoem de daarbij hobende intervallen
" . : | R . o0 ¢ 4.' v v VAR 213} 3 3 e
(o054 {'7’11]'A15[0(1m’ zﬁlm]ouvondcn zijn verdelen we deze weer in Iweedn
) 3 cvchals 3 . . o Is} e I o -
cn vinden cvenals bovi,n[o(l’m + 1’ﬂ1,m + 1{, zodat de verzameling der

punten waarvoor ‘fi € 1_0( /Si m o+ ,Jme‘c V oneindig vecl punten
3 i -

i,m + 1°
gemeen heeit. Loud de i nu vast. De lengte wan eeén in‘bervalz‘a’im ﬂimj :
- [} -

is 2—m+1 en convergeert dus naar nul. Verder zijn ze in elkasar gescha-

ko s o " i I - .
keld., Tr is dus ecn e zodat #iengim, ﬁim voor alle m. Beschouw het punt
8 = (Cfi). Te bewijzen dat s een verdichbingspunt van V is. Eies een

. 3 . ar 2
£>0, dan is daarbi]j een Ni’l’ zodat voor m>H,, geldt w5 O(im< v

o - 3 ey — . —.-'& N Y H s -~y ]
en een 1\112 zodat voor m >Ni2 geldt pim G:’L( V-.ﬁ. Neem nu mslx;a‘:?n (Ni’t, N

+1.dan is er een x = (éi), zodet x€V, x ¢ s en éié["(_'Lm’ Ain), Qus
£ ¢ ~ £ £ .
40t < o b € s - sl 5 E (g <

(12.8) Hen deelverzgmeling V van een Buclidische ruimte is compact dan
en slcchts dan als ze begrensd en gesloten (in de BEuclidische ruimte)
is. ;
Bewijg: Stel V is begrensd en gesloten . licem een oneindige deelver-
zameling van V. Deze is ook begrcensd en hecft dus volgens Bolzano -
Teierstrass een verdichtingspunt in de Huelidische ruimte, dat, omdat
V gesloten is, tot V behoort. Dus volgens (12.6) is V compact. Stel nm
V compact. Stel dat V onbeprensd is, dan kiezen ve a,iéV willekeurig

en als anEV gevonden is, a n 1@.v zoda’bfan + 1}>}an’+ 1. Voor i % J

celdt dan fai - aji >1 (volledige inductie naar|i - ). Voor ecn deelrij

geldt hetzelfde, dus geen enkele deelrij kan convergent zijn, in strijd
met het feit dat V compact is. Dus V is begrensd.Stel nu dat a een ver-
dichtingspunt van V is. Dan is er cen rij bn met bné V voor alle n,

diec nasr a convergecrt. Deze hecft, omdat V compact is, cen deelri],
dic naar een element van V counvergecrt, maar een deelrij van bn con-
verseert naar &, dus a@V. Dus V is gesloten.

Bij intcrvallen hebben we ook de begrippen open en gesloten gehad.
Deze stemmen niet geheel overeen met de begrippen open en gesloten ver—.
zameling. Voor opeh is het wel het geval:
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(12.9) wen inb. rval is dan en slechts dan een open verzameling in de
ruimte der re€lce getallen als het cen open interval is.

Voor cc gosloten verzamelingen is de situetie wat ingcewikkceldcer:
(12.10) Zen interval is dan en slechts dan con gesloten vergameling
in d¢ ruimte der redle getallen als het verkeert in een der gevallen
19, 39, 5° ofPvan stelling (9.10). Len gesloten interval is dus wel
altijc cen gesloten verzameling, maar een interval dat een gesloten
verzameling is hoeft geen gesloten interval te zijn.
(12.11) Zen interval is dan en slechts dan een gesleten inturval, als
het een compacte ruimte is.
Opgave 54. Dewijs (12.9), (12.10) en (12.11).
(12.12) Ton niet- lege compacte versmameling V redle getallen heeft een
grootste en ecn kleinste clement. '

Bewijs: Tegens (12.8) is V begrensd. Dus V heeft een bovenste grens.,
Als sup V{iVQ is megems (12.4), svp V verdichtiugspunt van V, dus, we-
gens (12.8), sup V£V, hetgeen cen bozensprack geeft. Dus sup Ve V;
V he 2% con grootste clement. Dvenzo bewijst mon dat V ecn kleinste
nent aceft.

o
—
(]

Opgave 55. Van ecn rij rctle getallen a, is lim sup a, de grootste a
egcl gotal, +™of - ), woarvoor [cldt dat er cen deelrlg van a, is
met lim = a. {Bewijs ecrst dat, als b limiet is ven ccn deelrij van

eaptwgllm sup a, en den dat er ecn deelrij bestast waarvan lim =

lim su» an).

§13. Continuc functies.

en functie hebben we in §1 zedefiniecrd als een afbeelding van cen
verzameling in cen andere (of dczclfde) verzameling; £(x) is het bocld
van x bij de afbeclding £. e nocmen het becld ook wel de functiewaardc,

het corigincel hct argument ven de functie. Als © de verzameling is die

afgeboeeld wordt (de dexln%plevevzamellnﬂ) cn T de verzameling waarin
efgebecld wordt(de beeldvergameling) schrijven we ook wel £(8)eT; als
het een afbeelding op is £(8) = 7. 4Als zowel S als T deelverzamelingen
der verszamcling reéle getallen zijn s, rcken we van een recle functie.

Van een recle functie kunnen we cen aanschouwelijke voorstelling ontwer—
pen door cr ccu grafiek van te maken, dat isdor in het platte vlek de
3untverzamclinﬁ tc tekenen bestaande wit die punten (x,y), wasrvoor
y = £(x). Het is duidelijk, dat bij iederc rcele waarde van X hoogstons
één v behoort, mcdat (x,y) tot de graflek behoort, m.a.w. iedcre lijn
evenwijdis met de Y - as snijdt de grafiek in tca hoogste één punt.
Ourave 56. Het grootste gehele getal dat € een reeel getal™ is, schrijven
weplen noemen we cntierx. Schets ccn grafiek van de functie Eﬁ] en van
de functiec x - [x].

anncer we de volg .cndc reéle functie beschouwen: f(x) =0, als x
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irrationacl is en £(x) = 1, ols % rotionacl is, den is het bevredigend
telkenen van een srafiek niet meer mogelijk. Dat komt omdet deze functie
net ¥vloelende" karakter mist,dut de functiles wacrvan vwe wel grafiekenyx
kcnden tekenen, althans bij iedeelten, wel bezaten. Dit vloeciende karak-
_;teu:flvnc 1@1{;;}bxﬁrdun ex, day ¢ mg(fll?:{ un k,nuu}ihrden dicht bijelkazr liggen,
Yoor een precicge 1ormuler1ng hiervan is het bilijkbacr nodig, dat in de
definitie—~ en in de beeldverzaneling een afstand sedefinieerd is. ,

e gprekoen af, dat voorlopig voor alle te beschouwen functies gerdyt dot
definitic~ ¢n beeldverzameling beide metrische ruimbten zijn. i

T¢ noeien gen functic f(S)CTcontinu in het pult ae b, als bij iedex
redel getal £)0 een rescl Lotal®Y 0 te vinden is, zodat voor alle x & S,
“raarvoor O n,L)\) gelat @ (f(a), £(x))<&(E~% ~ definitic ven conbinuwi-~
teit). 4ls £ continu is in allc puntcn van S, noemen we I continu (zonder
naécre toevoeging)e.

l“
b

o kunncn nu ecn verbamd leggen met het begrip convergentie, door de
- 5 . 3 ) e ! o . L) 3 -
cisenschop, dat continue functics die functics zijn die convergonte rij-—
en in conversente rijen overvococren: ‘
(13.1) Ten functic £(8)T Tis dan en slechts dan continu.in a €98, als voor
icdere rij a €8 met lim a = a, _cldt lim ;(a ) = £(a) (limietdefini-
N )’*..‘;Cx:» n Vi =X B
tic van eontll uitcit).
Bewijs: £tcl ccerst dat £ continu is in a on ncem ecn rij a,_ €5 mcl

lin a, = a. Bij iedere £70 is nu een$” 0 te vinden zodat uit xeS en

ﬁ(a,x)<&§volgﬁ g(f(a), T(x))<E . lizer bij © )0 is een I te vinden zoda
uit noW volgﬁf(a)an)<§', dus[?(f(a),f(an))(é - Dus lim f(a,) = £(a).

=20

Stel nu Gat voor iedere rij a. £S met lim a, = a geldt lim f(a ) = £(a).
n Y > . 73 Db n

Stel er is een £,70 zodat bij icdere 3 7 0 een x €8 met g(a x)< 5 te vinr
den is, zodat (f(a),f(x))>f. Dan is er een rij x, € S met [(a )<-

zodat ¢ (f(a), f{x ))»& voor alle n. Dan is lim x_ = a, dus lim f(x ) =
i . 1 ry;f}')«'l /f‘-“"?o

= f(a) hetzeen in strijd is met ﬁ(f(a),f(xn))ziyvoor alle n. Dus £ is
continu in a.

' Te moeben in het ooz houden, dat de definitieverzomeling van de functie
als metrische ruimte wordt opgevat, medat we voor een reele functie die
niet voor alle reele getallen gedefinieerd is (b.v. %), als ruimbe niet
alle reele getallen, mear alleen de definitieverzameling nemen., Te zul-
len in de toelomst, als vwe b.v. zeggen dat we een punt X nemen, daarmee
bedoelen: wit de definitieverzameling van de beschouwde functie.

(13.2) Als S compact is en F(S8) = Tconbtinv, dan is Tcompact. Als £ boven-

-

dien ceneenduidig is, is de omlicerfunctic ven ¥ ook continu.

Bewijgs: Neem een rij a @'T Bij iedere a, is een b i3 te vinden

zodat f(bn) = A Omdet S oompﬁct ig, heeft b een convcrgenbe deelrij

1im b = b- t-_;r ~ £
o f(n) : ens de continuiteit van £ is }}ﬁbf( V(ﬁy'* liﬁg%@(n
= £(p). Dus a, bezit een convergente deolrlg, dus Tis oom@acﬁ. Stel nu
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f sencenduidisg met omkecrfunctic g (Qus Fg(y) )=y voor alle yelen 8(£(x))
= x voor allc x €38). 56cl or is cen aeT s zodat 5 nict continu in a is.
Den is or een £ 70 zodat cr een rij & e'Tf"e vindcn is met E(a,an)< 1

en’( z(a),zla ))beu is lim a3 = a. Omdat 3 compact is, bezit de rij g(an)
Y-z

een convergente deelrij: ;&)m ( aa( )) = b, Omdat £ continu is volgt hier-—
uit £(b) = 1lim f(g(a({,(n))) = 1lim Ay(p) = B dus b = g(£(p)) = gla). Dit

T~ 00 B O]

ig.cchter in strijd med E(g(a),g(a‘ﬂm))z ¢£,voor alle n. Dus & is conti-
nu.
(13.3) Den recélec continue functic, gedefinicecerd op een niet - lege begrent
de resloten verzameling hecdt cen maximum en een mininmui.

Dit volst wit (12.8), (13.2) en (12,12).
(13.4) (Middelvaardegtclling van Teierstrass) Gen reéle continue functie
f :edafinicerd op cen gesloten intorval [a,b) ncemt icdcre waarde tussen
f(a) en £(b) aan, d.v7.5. als c tussen a en b ligt bestaat er cen ’}(r{a,ﬂ,'
zodat T(&) = c. .

Bewijs: Als f(a) = £(b), dan is ¢ = £(a) = £(b) en we kunnen &
dezen. Als fla)d £(b), dan f(a)< c£ f(b). Neem de verzameling V der
reéle getallen x, waarvoor geldt xé‘[a b] en £f(x)< c. V is niet leeg,
want a(—'V en begrensd, dus V heeft een bovenste grens é . Stelé;f v,
dus £{£)>c, dan is er een ¢, > O zodat voor alle x¢€[a,b] met Ix-—%}\
<(’)'geldt f£(x) - £(& )] < I<;,.) - ¢, aus £(£ ) - £(x)< £(E) - ¢, aus
f(x)> c. Verder is s, >a, dus voor x, = mex(e,5 -3 &) <eldb x; € [a, b_‘
x, < E)’: en |x —-&il< if (dus £(x) > c) voor alle x met %< x<>‘&. Dus x4
is bovengrens van V, hetgeen een tegenspraak geeft. Dus :’Eé V, dus f( g )€
£8:/
Als £(£ )< c, dan is er een 350, zodat voor alle x¢ La,bl met [x - £l<
<9, geldt fE(x) - £(5 N<e - £(8), aus £f(x) - f("’ )< c - f(§ ), dus .
f(x)}< ¢. Verder is <b dus voor x, = min(b, £ +% L.z) geldt x,¢& [a, b],
Xy > 5 = en {x, - §}< ¢,, dus f(xz) < ¢, hetgeen een tegensnrac ‘* ~ea’t
met het feit dat = bovengrens van V is. Dus f(é ) = ¢, hetgeen te bewij—
zen was. Het geval f(a) > f(b) wordt geheel analoog behandeld.
(13.5) Als van een re&le continue functie f(S) = T de definitieverzame-
ling S een interval is, dan is de beeldverzameling T ook een interval.

Bewijs: Neem twee getallen a, & T, a,€& T, a,< 2, en een willekeuriy

=3

i

’f

refel getal c tussen a, en a,: a;<c<a,. Er is een b16: S zodat f(b1) =
a; en een by S zodat f(b ) = a,; dan is zeker b . Stel b,< b,
(by > b, gaat analoog). Omda'b S convex is, geldt b s, du.s f is

in [b1,b2_;f gedefinieerd. Volgens Veierstrass is er een Fé [:b,‘, ] (dus
zeker E€8), zodat £( ) = ¢, dus c£T, T is convex, dus een interval.

Een reé&le functie f(x) heet monotoon niet—dalend (of isotoon) &ls
uit x <y volgt £(x) & f(y),monetoon niet-stijgend (of antitoon) als uit
x <y volgt £(x) »f(y), Mmonotoon stijgend (of sireng w’isatoo’n) als uit
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z< v volgt £(x) <f(y),monotoon dalend {of streng antitoon) als uit
x<y volgt £(x)> £(y). In de laatste itwee gevallen heet de functie
streng monotoon, in alle vier de gevellen monotoon.
(13.6) Als een reéle functie streng monotoon is, dan is 2zij eeneenduidieg
de omkeerfunctie is dan ook streng monotoon. '
Opgave 57. Bewijs (13.6).
(13.7) Voor een op een interval gecdefinieerde eeneenduidige continue
redle functie f(x) geldt: uit x< y« z volgt £(x)< f(y) <f(z) of £(x)>
) >f{z). .

Bewijs: Gelijktekens zijn uitgesloten wegens de eeneenéuidigheid;
Stel f{x)<£f(y). Als nu f(z) < f(x) is, ligt f{x) tussen f(y) en £(z),
dus volgens eierstrass ligt er op E&,i} een punt-% sodat £(E )=f(x),
mear &2y> x, hetgeen een tegenspraak geeft. Dus £(z) > £(x). Als mu '
£f(z)< £(y) is, ligt £(2) tussen f£(x) en £(y), dus is er op [x,y)} een
puntz zodat f(%i):f(z), nmaar &<y< z, hetgeen een tegensprask geeft.
Dus T(y) {f(z). Het geval f(x) >f(y) wordt analoog behandeld.

(13.8) Voor een op een interval gedefinieercde eeneenduidige continue _
functie £(x) geldt: uit x<y<z<u volgt £(x) < £(y)« £(z) L £(u) of £(x))
>£(y))> £(z) > £(u). B

Div béwijst men door twee maal (13.7) toe te passen.

(13.9) Een op cen interval gedefinieerde eencenduidige continue func-
tie is streng monotoon.

Bewijs: Neem twee getallen a en b in het interval met a<b. Stel
£(a) <f(b). Neem nu twee willekeurige punten x en y in het interval.

Fr zijn allerlei verschillende liggingen van X,y,a en b mogelijk,

ma2y steeds geeft (13.7) of (13.8), dat f(x)<f(y). Dus is £(x)

streng monatoon. Het geval f(a) > f(b) wordt op analoge wijze hehandeld.
(13.10) Een op een interval gedefinieerde resle continue streng mono-
tone functis f{x) heeft een omkecrfunctie, die ook re&el, continu,
streng monotoon en op een interval gedefiniecerd is. Als het definitie
interval een gesloten interval is, is het definitie interval van de
omkeerfunctie ook ecen gesloten interval.

Bewijs: Wegens (13.6) is f(x) eencenduidig, dus de omkeerfunctie
g{x) bestaat. Wegens (13.5) is g(x) op ecen interval gedefinieerd,
wegens {13.6) streng monotoon. We¢ behandelen nu eerst het geval, dat
de definitieverzameling van f(x) een gesloten interval is. Dit is wegens
(12.11) een compacte ruimte, dus wegens (13.2) het beeld ook. De defi-
nitieverzameling van g{x) is dus een interval en compact, dus een ge-
sloten interval; verder is g(x) continu (alles wegens (13.2)). Nu een
willekeurig interval I. Het beeld is ook een interval X. Nu bewijzen
we de continuiteit van g(x) in een willekeurig punt a¢ K. Als a geen
begin of eindpuﬁt van K is bestaat er een re&el getald, zodat J =
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‘L?"% a+;{}@ehebl tot behoort, als a. begznnunt van K ig een refel

o getal A zodat J= [? a+§ﬂ geheel Yot ¥ behoort en als a eindpunt van K;
ig een rodel getal ), zodat J= [2-) ,a] geheel tot K behoort. In alle
gevallen corresponderen met begin- en eindpunt van J twee punten van I
die we ¢ en & (c <d) nocmen. Leschouw nu de funectie £(x) op [c,@} dan
is, wegzens de monotonie van f(x), J het beeld wvan {c, E\u Volgens het

reeds bewezene ig dan z(x), voor zover x tot J behoort, continu in a.
Haar can geldt hetzelfde ook voor gl{x) in X, want als we in deé -9 -
definitie de ¢ steocds kleiner dan prkiezen, ligt de ¥ —-omgcving van a,
voor zovir ze in K ligt, ook zchecl in J.

Als £(5,)=T,, 5(8,)=1, en T
Fuclidische ruimte zijn, dan verstoan we ondsr de som van de functies
f(x) en g(x) de functie h(x) ged
+z(z). Analoog het verschil. Als
complexe gotallen zijn, analoog vroduct en quotLent (het laatste gede-
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finieerd in die punten van S,01S,, waar g(x)#£0).
(13.11) Als de functics f(x) en g(x) continu zijn, zijn hun som, ver-
schil, product en gquotiént ook continu.

Dit buwijst men met de limietdefinitie en de overe onkomstlge stel-

~lingen over convergentc rijen. ' : :

(13.12) Een constante functie (d.w.z. f(x)=f(y) voor alle x en y) is
continu.
(13.13) De identieke functie f(x)=x is continu.

Deide stellingen zijn cvident.

(13.14) Zen gehele rationsle Iumctie (of polymoom) f(x)= > _ a,;x
i=1

(a- complexe getallen), gedeiinieerd voor alle complex setallen,is

continu,
it volgt nmed volle&iﬁe induchice uit (13.1 12,§ 3 ) en (13.13).
O/
(13.15) “en gebroten rationsle functie F(x)= Ekﬁ) (x) en ,(x) poly-

nomen), gedefinieerd voor alle comylexe zetallen x W&&TWMH?Q(X)#O, is
continu. ' »

Dit volzt wit (13.11) en (13.14).
(13.16) De functie £(z)=x" (n geheel en £ 0), gedefinieerd voor reele
x >0, i3 streng monotoon eu wel isotoon voor und> 0 en antitoon voor

Di% bewljst men veoor natuurlijlie n door volledipge inductie en daarna
dirget - voor ncgatieve n.
(1 A7) )u functie =2 56Qb*1n1€e?d in (0, o¢) hecft een omkeeriunctie,
die e "qﬂgoeuen (dus (xﬂ)~x en (ynyﬁ_x), cedefinieerd op (0,79, die
continu en streng monotoon is. '
Dewiis. Uit (13.14),(13.16) en (13. 10) volgth alles, behalve het feit

dut hot ! , ce e on Ty
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definitic interval van x~ het :Lmerval (Opn)is. Dit volét echiter uit
het feit, dat vit x> 0 volgt x >O uit n» 0 en x> 1 volgt x " x, uit
nyO0 en x<1 volgt an x, uit n< 0 en x>1 volgt Xﬂ\{ % en uit n< 0 en
x {1 volgt 2 7 %
Fast men (13.17) toe voor n=2, dcn vindt men opnieuw het bestaan van
Vit R
g e aenmeren voor P geheel, q natuurlijk, a reéel> O nv a door

(ep)? . Dit geeft een definitie van e voor rationale r, wegens:

(13.18) ils p en s'geheel zijn, g en % natuurlijk, a reeel X C en Pt = gs
1]
dan is (a?)¥? = (a5), 1
Bewiis: ((aPy%) ot (((2P) Yt ()T = aPP = 228 = (29)%
1
= (((as) ) )q ((a®) )qt. Omdat %%t cen eeneenduidige functie is, valgt
1 ,

hieruit (af) q (as)t
(13.19) Voor r en s rationacl, a en b reeel> 0 geldt:

Y
LIPS

]
H

o ®
H

I

= (ab)r:

g = sa\r
h ()y

'\ 8 rs
) -

Opgave 58. Bewijs (13 19).

(13.20) De functie x* (r rationaal), gedefinieerd in (0g0), is continu.

Bewijs: Stel r = P« (p zeheel ;2 natunrlijk). Stel verder een rij a

n
met .11m a =a (a > 0, a>O) Dan is a® = (lim a )P lim anp en af =
Y il 1 'n«‘m N oo
= (hp)“' = (11map) 9 = 1im (ap) % - 1im a *
oo 1 Y1 00 m-svo 1 )

(1321) De functie x* (r rationaal # 0), gedefinieerd in (0,Q), is stren
monotoon en wel isotoon als r > 0 en antitoon als r <Q.
Opgave 59, Be'-niij%( 1321). |
De grafieken van de functie
x* wordiverse r zien er wui
als hiernaast geschetst.

We hebben nu ab gedefi-
nieerd in de volgende ge-
val:t_ergO b na‘buurllgkﬁi“a com~

lex; geheel
Plex 0; b ra‘blonaal,

a redel> O. Hierbij bleven de bekende rekenregelsvoor machten bewaard.
We willen de definitie nu ook voor reecle exponenten uitbreiden. Dit zal
in de volgende paragraaf geschieden.
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Opgave 60. Schets van de functic y (x)= min (x- [x_] ,[x] + 1 - %) de
grefiek en bewijs dat de functie continu is (Het is de afstand van een
recel ge‘cal tot het dichtst bijzijnde gehele getal).
Opgzave 61. De functie YW(x) =V(%), gedefinieerd voor x recel # 0, is
continu, maar het is onmogelijkj/(()) zo te definitren, datb y/(x) in O
continu is. Definiecrt men echtc’r'fb(x = X‘«f?(x)voor, X # O.en?{((}) = 0,
dan isl(x) continu voor alle reBle X. Béwijs dit. Schets grafieien van
de functies. | '
Opgave 62. Bewijs, met gebruikmaking van het feit dat voor positieve
recle x geldt sin x< x, en verder van de bekende goniometrische eigen-
schappen van sin cn cos, dat sin x en cos x continue functies zijn. ils
men VY(x) = sin % en “f\’(x) = X gin 2—5 definieert, kan men analoge bewerin-—-
zen bewijzenvooryl(x) en’]\"(x) als voor\f/(x) en ’k(x) in opgave 61. Voer dit

uit.
Opgave 63. Als f(8) =1 een continue functie iz en PET, dan is de verza-

meling V dcr punten x € 8, waarvoor £(x) = b, gesloten in 8. Eieruit

volgt direct het volgende (hetgeen we dikwijls zullen toepassen). als
7(5) = © een conbtinue functie is, a €3, be T en £(a) # b, dan is er
een omzeving van a, waar T(x) # b. ‘ o
Opgave 64. Als £(S) =T, af g, a geen verdichtingspunt van 8, dan is £
continu in a.
Opgave 65.5Len aftelling van de rationale getallen tussen O en 1 is een
functie met als definitieverzamelingde wrmardigderighmriiil sidln, Bowiis
dat deze functie continu en eeneenduidig is, maar dat de omkeeriunctie
niet continu is.
Opgave 66. Stel S een deelverzameling van een n—-dimensionale BTuclidische
ruimte en T een deelvergameling van een m-dimensionale Buclidische ruim-
te en een functie f(8) = T, Deze functie is +te interpreteren als een
stelsel van m recdle functies van n reéle veranderlijken als volcot. laat
y=I(x), v = (W]i), X = (ik) zijn. Dan is’]?i=7ﬂi( §k), 1€1ig¢m, Kkgn

zo'n stelsel.TFormulecr waar e §- o-definitie van continuiteit op neer
omt voor de functies )ﬂi. Men. formuleert de definitie van continuitelt
voor één reSle fuanctie van n recle veranderlijken }ﬂ(gk), (1<k< n), ook
wel als volgh: %is continu in het punt (vxk) als bij iedere redle £)0 een
regle U2 0 %e vinden is, zodat voor alle (,'; ) me‘b\fk —O(kKS',(*I {kgn),
geld"s]?ﬂ(fk) u‘f(b(k)‘(g . Dewijs, dat deze definitie toegepast op de func
ties}”i (141i¢m) op hetzelfde necrkomt, als onze algemene continuiteits
definitie.

§14. xponentiéle en lozarithmische functies.

g willen nu ab ook voor reele b gaan defini&ren. Te beschouwen daartd
de Functie £(x) = a¥ voor vaste regle a > 0. Dit is een redle functie,
gedefinieerd voor rationale x.
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(14.1) De fvnctie a* is monotoon en wel voor a » i streng isotoon, voor
a = 1 constont cn voor 0<a <1 streng antitoon. I, .
Berijg: et seval a = 1 is evident. Stel a>1, dan is a°> 1 voor na—
tuarlijke ne Voor zehele m en n met m>n geldd a7a > 1, dus al« g™ Bglte
= g, Neem nu rationale x en y met xLy; x

!

o ~ - / .

en g natuurlijk, dus ps <gr. ¥oem ai =t(dus % = a) en a¥ = o =
B . ot T . f; % . : %3 N :

= c(dus ¢® = a), dan is aP® <a%, dus ‘o‘*psg ¢S, paar  gs >0, volg

hieruit, wegens (13.21), P < cr, Gus a® = a¥= 1P {c = a¥ =a’., Als O ag 1

dan is £ >1; uit x <y volgt dan - & = (Lyxe (b 2 1-5. dus a* ) a’.
| . .

Dat de Functic a’continu is bewijzen we voorlopig nog niet, omdat
we dit later meteen voor recle x zullen doen. ~'¢ zullen proberen Ge de-—
finitie van a* voor redle x zo op te stellen, dat de functie continu
~ordt en verder voor rationale x met de bekende a’ overeenstemt. Daartde
nemen we voor een reéle x een rij x rationale getallen met lim x = X
(dit kan wegens (8.35)) en definiéren aX. = 1i%oaxh, waarin a®*n de bekende
uitlkomst voor rationale exponenten is. Om dQZé definitic evenwel te
rechivaardiszen moeten er arie dingen cangctoond worden:
1° dc limioct in de definitie bestact;
2% d¢ limiet is onefhankelijk van dc¢ keuze van de rij;
3° voor rationale % stemt de nicuw _edefinicerde a®* met dc bekende over—

CClle

e zullen Git 1w via cnkele hulpstellingen bowijzen.
(14.2) Voor veele A)— 1 en natuariijkc n geldb:
(1 -}7&)11}1 + nA (onfelijlheid van Dernoulli).,
QOpgave 67. Bewijs (14.2).
(14.3) Voor reéle a y 0 geld
1 Deviiis: Voor a = 1 is hc

. n
v lim a © = 1.
200 . ,
t cvident. Stel a>1, damyis,vegens (14.1),
n C

B

a een streng antitone naar beneden begrensde rij (a® >a” = 1), die,
wegens (8.42), converuent is en, weiens (1148), met ecn limiet 2«1.‘, Stel
17,1_131%&’“: b>1; noem b = 1+), den is A> 0, dus voor alle n geldt a™+),
dus a ) 1+n}, maar voor n?Y -‘1'-;-1 is 1 + n>»>a, hctgeen een tegonspraak !
gesTt. Dus lim a= 1. £ys 0<a<1, dan is 151, aus 1 = lin (% =

1 n

= lim 1,cih;xslima = 1.
A DO - VIR0
g 1

(14.4) ils de rij rationale getallen x, convergent is (met een redle
limie}), dan ig voor roele a>0, doc rij aXn convergent.

Bewijs: Het geval a=1 is evideat. Stel a>1. Omdat x convergent is,
is S be~rrensd, dus er is ecen rationaal getel ¢ zoduot X, < Cy dus

‘ax?.'(]ac voor allc ne Bij ecn €270 kiezcn we 1’\?1 zodat voor l':_>N1 geldt
O(ak - 1< —-é-a en con N, zodat voor k >N, geldt § 4 - a K=
a
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=1 - (L )ﬁ' (--5. Hoem ¥ = maa(lmq, 2)-!-1, dar is cr omdat x een fundamen—-f'i‘”

taalrla is, cen N; zodat voor myH;, o Ny ocldt}::m-'-; Xfx“*’” dus
1 RN %3 p&N

1 ,
a7 ¥ < ezK dus 1 - aon 1 - g~ L“< --—éé~ en a¥m¥n 7
C‘ - -
et - 1< ——“—‘——5, dus | 1-a¥m ¥ n [{ __é_é_. Ilaar nu is laxm a*n { = |a *np ) a¥m” Xi’l 71
a . a

‘ c - o . |
,a & =§& . Dus a*l ig cen fundamentaclrij, dus convergent. Als
c
a

<a <1, dan is 1)1, dus ;{ = ({Ia'-)Xn is convergent met limiet £ O
g

(want (-) ) (1 )-c) 0 alsix [{ ¢), dus &8 is convergent.

(14.5) Als X, en ¥y, rijen ratlonale getallen zijn, lim X, = Z%.J_mJ ¥y =X
‘e N7 Y\“"ww
en a rcéel Y 0, dm is lim &% = 3‘.1121 a’n, "
m-2 Chad
Bewijs: Definiecr cena’rlg z, door Zom = Xy Bop = Ype Bij cen£> O

is ven N,, zodat voor n)N geldt |x- *cn;<s en een 172 zodat voor n » N2
geldt }:{»yni(i‘ Stel W=2 max (N,,N,); voor n>N en n=2m geldt dan
my N, cn ]x-—z = |x-x | (£ en voor n) N en n=2m-1 geldt m) N, en]x-z J=

-x-—y 1<¢. Dus llm zn—x en 1lim a”n bestaat. Omdat & m een deelri] is van

h =200
A
a8 ig }ergua n = llm a?n en omdat a'R een deelrij is van a n ig 1im ay
- -
Zn' . ] ) EOn yn ARt
: lin..a :'.Dus J.h::.n“ a® = lim a .
oh"';-o

Hihrmco zijnd’;% en 2° afgchandeld. 30 is nu echter direct duildelijk,
want als x zclf rationaal is kan men voor de rij rationale getallen X
die nrar x convergeert, cenvoudig de constante rij x_ = x nemen, waaruii
3° onmiddellijk volgt.Hiermee is ab gedefinieerd voo? b re€el en a regel>C
(14‘.'cS)I)efxsuact;ieang gedcfinicerd voor reele x is monotoon en wel voor
2> 1 streng isotoon, voor a = 1 constant, voor 0< a {1 strecng antitoon.

Bemijs: Voor a = 1 is dit evident. Stel ad 1, cn twee reéle getallem
x eny met x ¢ y. Kics dwece rationale getallen r en s, zodat x{r{s (y
¢n verder cen rij rationalc getallen X, met 13,;”,{;3‘ = X ¢en ecn rij ratio--
nale getallen y mot liny, =v. Dan 1s, wogens (14. 1), at¢ a®. Verdcr

is cr een N, zoda’c voor n N,] geldt Ix-x j<r-x, dus x,{ r en®n K, zodat i

voor ny N, geldtly-y,| ( y-s, dus Ypn> 8. Voor ny max(’N1 ,Nz) geldt dan

e ¢ a” cn alBy a®, dus of = lim a.“/a < a® &linm a’t = a¥, Als 0<a {1,

dan is -,’é'l. Verder volgt uwit de Gefinitic direct dat 1= = (1 )X. AMs nu
a - .

, dan —— 1 y:-—-—-—-,d y
Xy aﬂax ()(() 9 us a*y aJ.

(14.7) De functie a* ‘gedefiniecerd voor recle x is continu; verder is
X
a~> 0. |

Bewijs: Voor a = 1 is dit evident. Stel a» 1. Dat ax> O voor alle x
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is duidelijk.
kies een rabionale s {x, dan is O <as< e®. Wu de continuiteit in het

1 .
punt b, Bij £ 0 is een I, zodat voor k >N1 geldt a5 - 1< "éﬁ en N2
....1 1 — <£ a
zodat voor kD) N, geldt 1 —a ¥ =1 - (E) k< . Noem X = max (I3, ,N,.)+
2 3 1742
1 -1 1
—— L e -
+ 1 enkies o © £ ;3 voor Jx - b]< ¢ geldt dan a > < &P g K
1 1 )
- 7 £ - -7
dusaXb-1<aK~1<-5 en1-aP<1-a K(ég,dus
a a

}aXMb

-1} < —é—— . 113113 tab - ax‘r- ab)ax-bw'l ‘ < ab éﬁ =£.
a tox a

b s1s 0<a <1, dan & D> 1 en 1= =(%) . Ook dan is dus a*> 0 en continu.

a* X
> De grafieken van de fuhnctie g
voor waarden van a >1, = 1 en {1
zien cr uit als hiernczast is
a=] seschetst.
~— . _acf</!
(14.8) Voor a en b reeel >C en ¢ en d reeel geldt
acad - ac+d
a%pC - (a’b)c
t c c
a. = (&
bC b
(aC)d - aCd.

Opgave 68. Bewijs (14.8). - ,

Uit (14.6) en (14.7) volgt, datwopde functie a* voor a £ 1 de omkecr—
stelling (13.10) kunnen toepassen. e gaan eerst na dat het definitie-
interval van de omkcerfunctic het interval (0,o00) i 9. ,Dit is zo, want
als a1, is voor K >1 en een natuurlijg‘n%qtal n >‘§:.'T, a? ={1+(a—-1 )}n‘>

o

als
) 1+n(a-1)) E cn verder a ™ ==--g; (5-’\ ils a<1, dan volgt het uit a® =(%)"K
a
(waarom?). 77e noemen de omkecrfunectie a¥* mu .alog x ( de logarithme van

x bij grondtal of bagis a). Hiervoor elét qus:
(14.9) De functie Plog x gedefiniecrd op (0,00 is ecn streng monotone,

".‘. &) + 4 e &Y a’ - -
recle continue functie, waarvoor geldt a logx _ x en al.bg & = x.




, T An 56 2

AT ' ‘Deybrafieken van *og x voor waar-
den van a >»1 en <1 zien er uit
als hicrnaast is geschetst. In de
practijk beperkt men zich steeds

tot grondtallem a > 1. In dat
seval ig de¢ logarithmische funqtiev 
strang isotoon. g

\\\\;,

\.‘ /,?_( |

(14.10) Voor a en b recel > O en A1 en x eny recel >0 en z reéel geld?t

alog Xy = a1055 x + a1og y

alog x? =z alog X

alog < = blou X,
. loz a
Opgave 69, Bewijs (14.10).

Tistorisch zijn de logarithmen andors ontstaan, n.l. uit het streven
om vermenigvuldiging van getdllen terug te brengen tot optelling van
aan dic getallen toegevoegde hulpgetallen. san 1 moet dan natuurlijk O
toesevocgd morden.

(;1;2;4;8
Voegt men aan 2 nu 1 toe dan komt er; enz. Om dit te
(0 ;1;2 ;3
verfijnen kan men het als volgt doen:
”1;11 1,21 ; 1,331
?05’90’250’3
3 1,01 ; 1,0201 ; 1,0303... ; 1,0406...

1
f‘ -- SR AN CNZ e
Of negfijne {o . 0,01 ; 0,02 ; 0,03 ; 0,04 oha

Door de mazen verder to verfijnen wordt hoet systecm stecds bruikbaarder.
De tocgevoegde getallun 413h logarlthmbn waarvan het grondtal bepaald -

€ . 1 410"
wordt wit “log (1+ } = dus a’ =1 + -, dus a = (1 + ),
1 K 1ok’ 10E | 10

Uit theoretisch ocogpunt is er geen reden om de machten van 10 te be-
voorrcchten, dus mcn kan nemen a = (1 + l)n voor grotc n. Het ligt voor

CnzZ.

e hand als grondtal te ncmen lim (1 + —)L.Daartou mocten we ecerst aan-
LA Y=<

tonen, dat deze limict bestaat.
(14.11) De rij (1 + %) is converzent mot cen limiet dic tudsen 2 en 4
li{;t- ot
.. 1\n 1" . .
Bewijs. Noem a, = {1 + ﬁ) en bn = (1 + H) , dan is natuurlijk
an{:bn. o bewijzen nu dat a, ecn streng isotone cn bn cen streng anti-
tone rij vormt. Lr geldt namclijk.
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1 n ( ) ) n i
1 + e} =fn (nn+ 2 B n :
n + 1) ______________,,__,2_\ = (1 — mj...,..._..é.)?.l - n 2>1~ 2‘ =
1+ 1 (n + 1)°] (n+ 1) (n+1) n“+2n
1 nt 1 137 1,
=1 s = B = o can hierult volgt (1+ 3) < {1+ —xxi .
n+1l
Verder ie.

1+ 2 Jmy® | (1 1 ) Bt ; ]
~ ' n = - + > n+ n+
3 ( \ n({n+2) ~ 1 + —-(—"—27>1 +

1 4 n{n+2) min® (n+1)2
n+1
n+1 n+2
=1+ ;+1 » on hicruit volgt (1 + 1) > (1 + ﬁ%T) » Dus vormt
a, ccn streng isotone rij die begrensd is wegens a <jb ‘(b = 4. Dus &y,
is convergent cn de limict :Ls,>en.1 = 2 cagb, <b, = 4.

~¢ nocmcn de limiet e (het grondtal van de natuurllake logarithmen),
dus

e = 1lim {1 + ~)
T Mmoo

Bij de natuurlijke logarithmen schrijven we dc basis nict: log x

betekent elcg X. Dus er geldt log e* = x en Olog ¥ = x. Verder is alog; X =

z-%%gng , dug logarithmcn met willekeurig grondtel a zijn in natuurlijke
logarithmen uit te drukken. oSvenzo is een willckeurige macht a™ uit te
. 3 g ayXx
druklkon als macht van ¢, yant wit a = o+%8 & volgt a*= (108 3yX _
= oX log a

Opzave 70. Bewijs lim (1 - ~) = Ca

Opzave 71+ Van cen contlnue roole functic f(x) gedefinicerd voor alle
reéle x zij gegeven, dat f(x+y) = f{x) + £(y) cn £(1)= 1. Bewijs dat
f(x) = x (Doc het achtercenvolzens voor natuurlijke, gchele, rationale en
recle x)

Oﬁﬁﬂve 72. Van con continuc recle functie f{x) scdefinicerd voor alle
reéle x zij gegeven, dat I(A+y) f(x)£(y) en £(1)=ce. Dewijs dat f£(x)

= OXQ

§15 Uniformec convergentic cn uniforme continviteit.

7¢ beschouwen cen rij funectics T (t) cn vocren daarvoor het begrip
convergent in. S%el allce functics £ (k) gedefinicerd op dezelfde metri-
sche ruimte S met als bcoldverzamellngeﬂ declverzamclingen van dczelfde
metrische ruimte T, dus fn(S) CT. e zcggen, dat dezc rij functies in.
het punt a & S convergeert, als dc rij puntan fn(a) convergeert, d.W.Z.
als er ecn b &7 bestaat, zodat bij iederc £ » 0 cen W tc vinden is,
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zoda’c voor allc n?N gcldt g(b (a)) <¢. ils dc rij functics in alle

puntcn & & 5 convergeert, zeggen we kortweg, dat dc rij functies con-
voergeert. De bij icdere a zo gevonden limict b € T geeft wecer con functie
f(a) = b, dic dc limictfunctic hect: .
Ben rij functices fn(x) heot convergent met limietfunctic f£(x) als
bij icderc x € 8 on icdere £ 0 cen N tc vinden is, zodat voor n >N
&cldt E-('f(x), fn(x))<<€ . Dec X in ¢ezme definitice hangt van & cn x af!
"o schrijven d4it wel T( & ,x). ‘
ilen zou nu kunndadenken, dat als de functics fn(x) allc continu zijn,
£(x) ook continu is. Wc zullen nu door cen tegenvoorbeeld aantonen, dat
dit niet het geval behoeft te zijn. Daartoe vewijzen we eerst de volgende

hulpstelling:

{(15.1) Voor a reéel, 0 L a {1, geldt lim a® = 0.

- Bewijs: Het volgt direct uit he"f*een We in de vorige paragsraaf over

X .
de functie & bewezen hebben, n.l. dat a° sireng antitocm is en alle

maarden op (0, acnreertt.

~fe beschouwen we nu ue.rij functies £ (%) = x" gedefinieerd op [0, 1}
(0. Deze ig voor iedere x or dit intervul convergent
' en wel voor 0 £ x <1 met limiet O en voor x = 1
met. limict 1;d¢ limidtfunctie £(x) is dus
f(x) = Ovoor 0€x (1,
£(1)

0 a9
De functies £ (x) zijn alle continu, mesar £(x) is het niet. Dit komt

omdat, naarmaue we dichter bij 1 komen, de rij weliswaar nog wel naar
0 convergeert, maar steeds Vslechter?; anders gezegd bij gegeven £ is
het niet mogelijk N onafhankelijk van a te kiezen:. neem een € met

0< & <1, een natuurlijke n en a = P:.:%‘.’:ﬁ, dan is 0 < a < 1, en a" =

{1 + (a~1)}n 21 +n (a-1) =& , Brisdusgm N te vinden onathankelijk
van x zodat voor n ) N geldt x' <<‘. voor alle x€ [ 0,1).

Ben rij functies .Ln(X) heet wniform convergent of gelijkmatig con-
vergent met limietfunctic f£(x) als bij iedere £ > 0 een N te vinden isg,
zodat voor alle n > ¥ en alle X & 3 geldt e(f(x),fn(x)) <&, DeXNin
deze definitie hangt nict van x af!

(15.2) Als de rij functies fn(x) uniform comvergecert naar £(x) en alle
functies fn(x) zijn continu in het punt a, dan is £(x) continu in het
runt Q.

Bewijs: Bij een ¢.»0 is wegens de uniforme convergentie een H te vin-
den zodat voor alle n2 N cen alle x.€ 5 geldt P(£(x), f (A))< 5. Kies
nu ¢en vaste m met m > N en beschouw de functie fm(x) Omda"t decze
continu in a is, is er een % > O te vind\.n zodat voor &alle x € & met

E(a x) €% geldt g (£ (a), £ (x)) < =, Voor deze x met fla,x) <Y



 anse
geldt. dus . _ : ;
p(£(a),2(x))& ¢ (£(a), £ (a))+ Q(E,(a), £, (x))+ o (£,(x),£(x)) <

<l§"‘- + §‘- + § = € , Hiermee is bij iedere £ »0 oen >0 gevonden zodat uit
&(a,x)(f volgt p(£(a),f(x))¢ € , dus £(x) is contimm in a.
Voox het geval in fn(s) & T T een Buclidischc ruimte is (of algemeen
een ruimbe waorin de convergenticstelling van Cauchy geldt) bewijzen
we nog de volgende stelling:
(15.3) Zen rij functies fn(S) C T (in T geldt de convergentiestelling
van Cauchy)is dan en slechts dan uniform convergent als bij iedere E»cC
een 1(g) te vinden is, zodat voor alle m en n met m>N en n 7N‘en alle
X & 8 pgeldt e(fm(:c), 'fn(x))<£ (men zou kunnen zeggen dat Ge functies dan
.z ecn uniforme fundamentaalrij vormen). '
Bewijs: 1% Stel de rij functies is uniform convergeant. Dan is bij
£» 0 een N te vinden zodat voor alle n > N en alle x € S geldt
pl£(x),f (x)) < %. Msm> Nenn) N, dan geldt dus 2(£ (x),£ (%)<

<UEL(x), 1)) + LT < F+ 50 =&
2° Stel nu dat de rij functics cen uniforme fundamentaalrij is. Dan is
bij £ ) 0 een N1(£ } te vinden, zodat voor m Z Uy n> N en alle X € S
geldt e(fm(x),fn(x)) < %. Verder is voor iedere x ¢ § de rij fn(x)
een fundamentaglrij, dus volgens Couchy convergent, dus }’i_glmfn(x)ﬁ(x)..
Feem nu een willekeurige x € S, dan is daarbij cen Nz( £ ,x) te vinden,
zodat voor m >N, geldt pLE(x), fm(x)) < %. {ics mu n >N, en m > .=
max(Ny,W,), dan is P (£(x), £,(x))¢ LIE), £+ p (£(x), £(x))<
y < _1!5 + 7 = £ . DBij iedere £ > O is dus cen N,I( £) gevonden zodat voor
n 7N1 en alle x & 5 geldt e(f(x),fn(x)) < E . Daarmee is de unifor-
me convergentie aangetoond.

Bij de continuiteit doct zich ccn analoog verschijnscl voor, als
hierboven bij dc conmvergentic is besproken. Lien functie £(x) is conti-
nu als voor alle a € 3 en alle € D0 ecn §>0 te vinden is, gzodat uit
P(a,x) <V volgt ¢(£(a),f(x))< & . Dc ¥ kan hicrir. cchter-bohalve.
van £ ook van het beschouwde punt a athangen.

Neem b.v. de functie g{- op .IO,'I] « Deze is, zoals we weten, continu:
bij £)0 is een D 7 O te vinden zodat uit lx-a K& volg’c\% - 359\<£'

Deze & kan nict orefhankelijk van a gekozen wogden;.bepaal n.l. eeny
1 % +£“_ 1+ £ a a

. - ———— ~--——§-— - —
zodatb 7= = Py y ¥ = gyEgr &Y < Yo Dus moet zeker

3{ ga2 zijn. Als men nu echter a een rij laat doorlopen, die mnaar nul
21+ g a '

convergeert, doorloopt § ook een rij die naar nul convergecrt; het is
dus onmogelijk bij ecn bepaalde £ de 9 voor alle a gemeenschappeli jk
te kiezen.

Zen functie £(8) = T hect uniform continu als bij iledere £ > 0 een
?) 0 te vinden is zodat voor alle x &S en y &€ S met €(X,y)( o geldt
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e(m) 2y L €.
(15.4) 4ls de deflnitlevgrzamcllng van cen continue LUnCth compact is,
dan is de Tunctie uniform continu. ‘

Bewiis: Stel dat de functie £(x) niet uniform continu is. Dan 1s er
een 2 > 0 wearbij rijen x, €S eny, € 8 bestaan met P(x_,y,.) & Iﬁ
zcdaﬂzﬁ(f(x ), f(yn))ﬁy;. Cmdat S oompact is, bevat x ecn convergente
declrij Xﬂn)’*%ﬁﬁ-*gn) = x; verder bevat yy( ) een convermente duelzli
y‘/’{}ﬁ( )] , dus 11m yY(Y( = v, maar dan ook llm x‘;"tﬂ(n)) = X. Omda

y 3~ O, geldt x = y. wmdat continu is in x,
m«)oo (f(n)) > ‘((Q’(n)) el . £pisd met het Tuit
is lim f x<#(¢(n))) = lim 1(yY< ( ))) = f(x), in s Tt? -b . At
| dat voor alle n geldt f(i"(x f(f(n)))’ ‘(yﬂ Sp(n))))}"c' Dus £(x) is uni-
. form continu.
“ § 16. Continue limietovergangen.

Als een functie f(x) continu is in het punt a dan is van iedere rij
die naar a convergeert de rij der beeldpunten convergent naar f(a).

Hen drukt dit —el unit door te schrijven: léﬁif(x) = f(a). liet linkerlid
hiervan kan evenwel zin hebben, gzonder da, het gelijk is aan £(a), ja
zelfs gonder dat a tot de definitieverzameling van f£(x) benoeft te be-
horen. In het laatste geval moeten we cisen dat de elementen van de rij-
en die naar a convergeren alle # a zijn en dat doen we nu ook glgemeen:

Als £(S). T, SC.R, a € R, a ecn verdichtingspunt van S (dat tot S
mai, behoren, maar niet behoeft te behoren), dan definiéren we dat llmiﬂA

bestaat, als voor iedere rij 2, met lim a, =aena, £ a voor al—'
le n geldt dat llm f(a )} bestaat, en wel is llm f(x) = 11m f(a Y. De-
l’ ze definitie word erechtvaardlgd doordat vr evn dcrggilgke rlg a
bestaat (hetgeen zo is omdat a verdichtingspunt van S is) en doordat

voor elle der_clijke rijen 1lim £(=a ) degelfde is (hetgeen we nu zullen
bewijzen). N

n

(16.1) 4s £(S)TT, SR, a € R, a verdichtingspunt van S, en voor ie-
dere rij a £ S metd 11m a, = aen a # avoor alle n geldt dat 11m t(a,)
bestaat, dan is voor allc du ‘gelijke rijen lln f(a ) dczelfde.

Bevijs: (Het verloopt volgcens hetbzelfde schcma als het bewijs van
(14.5)). Stel rijen a  cn b met lim a, ll@»bn = a,, a, Aaend, ka
voor allc n. Nocm ligaf(a ) = 8, 11m f(b ) = %, dan moet s = 't bewezen
worden. Vorm cen nicuwe rij Ch door het voorsohr¢ft Com = 8ps Copq = bmp
dan bewijst men analoog als bij (14.5), dat %}m Cp = 3e Volgens het ge-
geven bestaat dan llm f(c ), maar omdat f(a ) ecn deelrij is van f(c )
geldt 11m L(C ) = s “on omdat f(b } cen declr13 is van f(c ) seldat -

n.d?(e ) = t, du s = t.
.:cn bedenke dat volgers de nu gegeven definitie, als £(x) gedefi-

niecrd is op S en b € 5 maar b geen verdichiingspunt van 8§ (en dus f£(x)

continu in b; zie opgave 64) llﬁzf(x) niet bestaat!
X=>,
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~e kunnenmmoor llm f(x) cen andere LaraLturlscrlng geven, die over-
ecnkomt met de & -~ S - dcfinitiec van continuiteit: o
(16.2) s f(Q)C*T SR, BE Tﬁ’cdqreofgj(%bfi%%s%n%o AL S bedstaa't
11m f(x) dan en slechts den als er cen b € T bestaat zodaJVﬁlt x &S,

% ,é a, p(2a,x)< % volgt p(b,£(x))<E ; dan is b = 1im £(x).

bwglm 193tcl dat de £ -~ § - voorwaarde vervuld 1s. Definieer een
nicuwe funictie g(x) met als definitieverzameling %, waarvoor geldt 01
=30 als a€& S en 61 besteat uit de punten van 8 en het punt a als a &£ S,
door g(x) = f(x) als x @8 cenx £ a en gla) = b, dan is g(x) continu
in a, want het gugeven is nu juist de ¢ - % - defipitie van continuiteit
van g(x), bechoudens de voorwaardc x £ a, maasr als X = a dan is
e(ela),a(a)),= 0<t . Daar a vordichtingspunt van S, is, bestaat
lin z(x), dus ook ll@_f(x), want voor x £ a is f(x) = g(x).

20 Stel dat 11m f(y) bestaat. Dellnleor cen nieuwe functic h(x) met als
dbflﬂltluVC;Zamvllng S, als bij 19, door h(x) = f(x).als x £ S enx £ a
en hia) = %iﬂ f(x), dan is h(x) continu in a. Het bewijs dat de € -0 -
definitic vervuld isis gheel ancloog aan het twecde decl van et bewijs
van (13.1); voor dc daar geconstruecrdc rij x, geldt n.l. x A a. Daar-
nit volgt de +te bewijzen & =% -voorwaardc met b lim £(x), Want voor

x £ a is f£(x) = h(x). X

Uit het bewijs van (16.2) volgt nog, dat als lim f£(x) bestaat, er de
volgende dric mogelijkheden bestaan: x=a
1% a ¢ 8 en 11m f(x) = £(a); dan is £(x) continu in a.
2° a g S en lim £(x) £ £(a). Dan hect a een verwijdcrbarc discontinui -
teit van f(x), ‘want dc functic H(x) godcfinieerd door h(x) = £{x) woor
x ¢ Senx £ aenh(a) = %%%.f(a) is wel conbinu in a.

3% a ¢ 8. Dan.kan d¢ funetic £(x) continu voortgeset (of wuitsebreid)
worden in a, want dc functie h(x) gedcfinicerd door h(x) = f(x) voor
Z € S ecn hia) = llm f(x) is continu in a.

Ms llm £(x) nlbt bestaat, hect a een gsscnticle disconbinuiteit
van £(x ). Het is dan niet mogelijk de definitie van £ in a zo te ver-
andoren (als a & $) of uit te breiden (als a ¢ 8), dat de functiec in
a continu wordt. Voorbecelden van essentiéle discontinuitceiten vindid
men in opzaven 61 en 62. '

men voorbecld van een functie die
continu voortgszet kan worden is de

o functic ¢ " . Deze is gedefinieerd
-\N\\\\\\ A_////////’/” voor alle recle x £ O. Daar 11n e s
~— , bestaat en = 0 is de funtlc in

0 voort te zetten et wurde Ol
2
Opzave T3. BeWIJS dat llﬁbe “*“vestaat en = O.
Voor een reéle functie f£(x) gedefinieerd op cen verzamcling S die

niet naar boven begrensd is zeggen we dat lim f(x) bestast, als voor
* X v apoo

'v.
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iederc rij a € S met lima, =+ ® geldt dat lim f(a ) bestaat. Evenals
boven bowijst men dan dat dese limict anmhmﬁ*‘c.lmk is van d¢ gckozen :
rij en dat 11m f(x) dan on slochts dan bestaat als cr cen bestaa'b
‘godat bij iederc £>0 cen ¥ t¢ vindon is zodat vit x € S en x> I
volgt|b - )< ¢} danz is b = lim f(x) Analoog gaut lim f(x) Verdcr
—e weIl MW VOOT recle functics 1>1<'1 du definitie van llm i(x) bij het be-

staan van l:un f(&n) ook + men -~ w als waarde toclm‘fen. Het analogon
van (16.1) bll,]l't dan geldig.

Opcave T4. ®~wijs het bestaan en dc waardc van lim X, 1im +. 13, 108 X.

Voor refle functles aneinisren we ook "combiag ven AXks‘in cen punt -
a door cenvoudig de Punten X » . wiot men +o tollon:

Den recle functie £(x) medefininord op S is gontinu van links in het
punt a € S als de functic g(x) gedefinicerd op 8N (-ma] en daar =f(x)

continu is in a.

inaloog definicert men continu van rochis.

(16.3) Den rolle functiec f(x) gcdofinicerd op S is dan cn slechts dan
contiru in a¢£ J8 als zij in 1 zowcl continu van links als van rochts is.
Bewijs: Dat uit d¢ continuiteit in a de continuiteit van links con van
rechts volgt is duidelijk. Stel nu £(x) continu van links c¢n van rechts
in a, Dan is cr bij £ 70 scn 4,7 0 to vinden zodat wit =€ 8,x< a en

ja - xi{< b,volﬁ;‘c [f(a) - £(x)}X £ en con OL> 0 zodatb uit X € 8,x »a,
|x-2a|< fL volgt f(a)- £(x)I{& . Noem & = min ( U, ,SL ) dan volgt
uitix - ai(g dat \f(a) - £(x) | <€ (ook voor x = a).

Verder kunnen we ook continuce limictovergangen van links en van rechts
beschouwen: als de recle funetic £{x) gedefiniccerd op 8 is, het reéle ge-
tal a con verdichtingspunt is van 8 {) (- &), dan zcggen we dat ;.l(.z.gx £(x)
bestaat als voor icdere rij ané S, met %Jlamman =aena, { a voor alle
n, ]&ifwf( an) bestaat. Hicrover en over het verband met continuitcit van
links zijn wcer analoge stellingen to bewijzen als baven over l:.m f(x)
cn het verband met continuiteit. Men schrijft wel lim £(x) = f(a =)

Analoog lim £{x) = £(a + ). e
Lv 4 Als voorbecld lunnen we nemecn £{x)=ec¥
\ dan ig £{(0-) = 0 en £(0+) = + .

S N
—~

Als voor de recle functic £{x) gedciinicerd op © ¢n voor a verdich-—
tingspunt von S geldt, dat of & geen verdichtingspunt van 5 N\(-co, a)
ig of f(o~) bestaat cn dat of o geen verdichtingspuat van S {12, +00)
ig of f(o4) bestact en dat als f(a-) cn £{a+) beide beataan, f(a-) 4

£ £(a+), dan zeggen we dot dc funetic £ in a ecn gprong vertoont.
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(16.4) Zen reéle monotone functie heeft geen andere discontinuiteiten
dan gprongen, - .

Bewijs: Stel dc funectic isotoon. Wecm cen a € 8, Als a verdichtings-
punt is van S }(-o0, al dan bestaat er cen rij a, & 5 met a/ < a voor
alle n enq};}g By = e Danis @wook z¢n isotone rij bnéS met bn< a
voor alle n cn lnn b, =a (waarom?). Dan is f(bm) cen igotone rij dic
begrensd is ve{,ens :E(b ) L £(a), dus convergent met limict & £ £(a).
Nu is f(x) < s voor allo x & Smetv x <&, want ¢r is ecn n waLrvoor A
a - bn £ &~ x, dus X <b11 dus f(x) <& i’(bn) K 8. Heem cen willekeurige
rij ¢, €5 met ¢, < a voor alle n cn %}jﬁ}» C, = a Bij £ 0 is eenm
te vinden zodat O <85 - f(bm) < & , en hierbij een I, zodat voor n > N
gelat a - Cn £ a~b_, dus Cn)‘bm dus £(C n) )f(bm), dus C 4 s-£( Cn)é 8-
~£(b_) <¢ , dus {4~ £( ¢ J<¢ . Dus f£(a-) bostaat en is <L f£(a).
4naloog f(a+) bvestaat en is >TFf(a). Als fla-) = £(a+), dan is dit ook
= f(a), dus f is in o continu van inks cn van rechts, dus continu,.

Als £ wntl‘toon is, gaat het hele bewijs analoog.

1 in L
Opgave 5. Bewijs lim %8 X = 0, 1im S X vestaat niet.
Xve "1 xrd 1 -
e + 1 eX + 1
3 3 _ .2 -
Opgave 76 Bercken lim x + 6 , lim X 5 X + x ~ 1 .

X4 30 - x° | K>l 2%° = x = ,
e willen nu nog lim (1 + 1)X bepalen. Te weten al, dat }1}):&(1 + jﬂ)n:
= e. Neeinl een rij Xk met l:v.m 1 X, =+ ®cn neem cen natuurlijk getel

n, met n, % < n, + 1. dan ig blijkbaar ook lim n, =+ oo, Nu is wezens
k k k k Koson B

de monotonic van dc functies xc en cX:

(1 + =) <(1+l~) 1+ 1) = (1 + =) (1 + =)
T oy Dy . n,?

(el > (1 )2 s e ) St ) Mua )

- ~ d ?
Xy | n + 1 4 n + oy +1 Ny +2
( 1 ( )nk ( L ,>nk+1

maar 1lim (1 = ———3=) = 1, lin 1+—-—- = 1lim (1 + =

K70 By + 2 ) * We Ty e

= e, lim (1 +ﬁ!}? =1,

= oa
X X
dus lim (1 + -—-—- = ¢, dus lim (1 + —) = €
K- },- X’ > -8

X
Opgove T77. Bewijs l-lm (1 + -) = €.
(16.5) Als lig f(X‘) bestaut dan bestaa't lim f(i) en.= lin £(x); als

> o
1linm £{x) bestaat, dan bestaat lim f(x) en l:Lm f(X)c X
Ao =0 X0 X —=~ov



Opgave 78. Bewijs (16.5). 1 . 1 | |

| Hieruit volgh dat 11m (1+x)* = llm (1+x)x = e, Abs we een functie

- £{x) definieren door f(:x) (1+x)¥ voor x4 0 en £(0) = O dan is deze |
continu van links en rechts in @, dus continu in 0, dus llga (1+x) X = e,
Uit de contlnuléelt van log x in e voigt dan %131 log (1+x) * - log e,
dus

(16. 6) l:.m log {1x) _ 1.
a X

Opgave " 79. Bereken llm%log log x - log (x-1 )}.
§17. u:u:'erfentleurbcre functles.

Ve gaan aan functies verdergaande beperkingen oplegszen. Je beschou-
wen de sromme, die de grafiek van een funectie f£{x) is en eisen dat die
kromme in het punt P=(a,f(a)) een

. 3") | raaklijn heeft, len raaklijn is de
ﬂ/)’\ limiebstand wasrtoe een koorde
/ﬁ)/—/’l dcor P nadert als het andere snijpunt

met de kromme ook tot P nadert. De
richtingscoefficiént van de koorde
door P en (x,f(x)) is i;}éﬁé)- en
dit moet dus een limiet hebbenwvoor x— a.

a X

Te definiéren nu het begrip wat algemener, ook wor complexe functies,

rerrvor® mclnnd i ge betekenis van dit begrip niet zo in het oog vallend is.
Laat £(x) een complexe functie zijn (d.w.z. £(S)CT met S en T

verzamelingen complexe getallen) en laat a een verdichtingspunt van

S zijn,.dan heet f£(x) diffcrentiecrbaar in a, als lim fbd_; £(a)
7\-—7

bestaat,.
. Ilen kan dit ook zo uitdrukken: f£(x) is differentieerbear in a als
P(V) = —-L-)-";-(é)- (het differentiequotignt) eontinu uitgebreid kan
worden in h 'i: punt a.

De limiet heet de afgeleide of het differentiaalcguotiént van f(x)
in a. et wordt Lzeschreveng%%—r{of [f (xﬂ x=a of wat karter, maar min-—
der dwidelijk Qaéiél of t'(a). Tx=a ’

Mg Z(x) overal in S differentieerbaar is, zeggen we kortveg, dat
'f(x) differentieerbaar is; dan is de afgeleide wecr een functie van x,
die we Q'a«:?-(*-}g- of £'(x) schrijven.

Te Lunnen op grond van (16.2) de diffecrentiesrbaerheidsvoorwaarde
ook in de & - §-gedaante schrijven: Bij iedere £7 0 is ecn S 0 te
vinden zodat voor alle x & S met X £ a cn |x-akfgeldt l”(“ X“af(a) f'(su

(€ . Hetgeen in deze betrekking tussen de absoluutstrepen staat is

gen functie dic tot nul nadert als x tot a nadert. Zen dergelijke func-
tic nocmen we §(x - a); als we de functie voor x = a gelijk aan O nemen,
is dit cen funct:.e dic continu in a is met waarde O. Dan is dus

f(x)-f(a) - £ (a)= £ (x~» a) voor x #£ a, en daaruit volgt (en dat nu ook
X2,
YOoOr X = &)t

.,n
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(17.1) Ben funetie £(x) is dan cn slechts dan difforenticerbaar in a
als er ecn getal £'(a) en cen functic &£ (x —>a) bestaat zodat

2(x) = f(a) + {x-a) f'(a) + (x-a) g(z->a).

Met een analoge schrijfwijze kunnen we ook uitdrukken, dat £(x)
continu is in a, n.1l. £(x) = £(a) + & (x —=> a).

(17.2) As f(x) differentieerbaar is in a, is £(x) continu in a.

‘ Bewijs:s f(x) f(a) + (x-a) {f'(a) + E(x-e>a)}. Hu is llm{f'(a) +
+ & (;-a»al, = £'{a) en 11m (x-a) = 0, dus (x-a ){f‘(a) + (x >aﬁ' =
= g4(x —>a). Dus T(x) is contimu in a.

Eet omgekeorde van (17.2) geldt niet, want voor reelc x is £(x)=|x|
(hoe ziet de grafiek er uit?) continu in O, maar niet dlfferentleer—
baar want voor x >0 is f(xi*of(o) = £ = 1 en voor x40 is ~£§%5£L91

-X

B oe— = o= T,

(17.3) De som van twee in a diffcrconticerbare functies £(x) en g(x),
gedefinieerd op dezelfde verzameling S, is diffcerentiecrbaar in a en

de afpcleide is °*(a) + g*(a) (wec schrijven dit d (f(x)di g(x))

£(x) + d Y.
ax

Bewijs: f(x) = f(a) + (x-a) f*(a) + (x-a) 21(x - a),
g(x) = gla) + (x-a) g'(a) + (x-a) £ ,(x —~»a).
Door optellen verkrijgt men
£(x)+g(x) =f(a)+g(a)+(x~a) {£' (a)+a' (a)} +( x-a){g Jx=a)r & (x = a)}
=f(a)+g(a)+(x~a)if‘(a)+g‘(a7}+{y~1) [ (x-ﬂ%a).
(17.4) Als £(x) differentieerbaar is in a cn c is cen constant complex
getal, dan is of(x) differentieerbaar in a met afgeleids éf'(a).
{(Dus Q_Qaéiil = Qngiﬁl ).
Bewijg: ©(x) = £(a) + (x~-a) £'(a) + (x-a) é(x - )
Dus: cf(x) =cf(a) + (x-a)ef'(a) + (x-a)cg(x~4>a)
=cf(a) + (x~-a)ef'(a) + (x—a)51(x->a).
Door combinatie van (17.3) cn (17.4) vindt men:
(147.5) Het verschil van twee in a diffcrentieerbare functics f(x) en

g(x), gedefinicerd op dezelfde vcrzameling S fourunt¢ee¢baar ..
in a en de¢ afgeleide is £'(a)-g'(a) (Dus —L§i§l~g(" Do 9~§§§1 - -§§§#i

(17.6) Het product van twee in a differentiecerbarc functies f(x) en -
g(x), gedefiniecrd op deczelfde verzameling S, is diffcrenticerbaar in
a en de afgeleide is £(a) g'(a)+f'(a)gl(a).
(Dus af X?E (%) = £(x) d §XXJ + & g( <(x)).
Bewigs f(x)—f(a)+(x«e) £ (a)+(x-a) &4 (x— a),
g(x)=g(a)+(x-a) g*(a)+(x-a) &, (x —=a).
Dus £(x)e(x) =f(a)g(a)+(x-a){£({a)g’ (a)+‘f'(’1)g(a)} + :
+Hx~a){(x~a)f' (a) &, (x = a)+(x-a)z' (a) & (x — a)+f(a)5, (x—> a)+
+g(a) £ (x - &)+(x—a)f'(a)g (a)+(x-a)€ (x—-aa) & ( —-ba)}—
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~2(a)gla)+(x-a){ £(a)g' (a)+2' (2) g (@)} +(x-a) £,(x ~2). |
{(17.7) Ten constante functie is diffcrcaticerbaar met afgeleide 0, de
idonticke functic cvencens met afgeleide 1.

Bcwgls Difforentiequotidnben zijn rosp. ;:; = 0 eun %5% =1,
(7. 8) d“ = nx™ =1 voor gchele n; voor n L 0 moet X £ O zijne (Dit houdt

a L
Wi
in &%ﬁ = - "E¥T voor ratuurlijke m cn x £ 0).
Dewiis: Voor natuurlwgkc n door volledige inductie: Voor n=1 volgt het
wit (17.7). _
n+1 n 0
dXdX = d(é{x'x) = Xn e 1 + n Xn 1'5X = (n+1)xn; %f;« = %g: = 0., Voor ro
ticve n stellen we n = - m en passcn volledige inductie naar m toe:
1 1 :
- - = -1
£ 2. -1 onait nadert tot - 15 voor x <> a; dus dx_ | _x72,
X - & a&j az dx
T éz:ifiil =d' mt 4 A 4y _d (Ll 4 oo -Byd o =lmd
X T -~ dx 'om ' X »2 x2 m+1/x Lot+2
a ;< Ky S k-1
Hie?0¢u vindt men nu voor ecn polynoom: Fx (‘ﬁapk x )=;:;k@EX» =

LK

(17. 9) Alm (3 ) Lenewnduidig is cn diffcrentieerboar in a en f'(a)t 0
en dc omkecrfunctic gly) is contlnu in.f{a), dan is gly) differentieer-
bazr in f(a) en d¢ afgcleide is f~(~\ . (118 we sebrijven y=t(x) en

x=g(y), dan is %% = %i)'
ax

Bewiis: Noem f(x) = y en £(a) = b, dan is gly) = x cn g(b)
Daar g continu in b is volgt uwit y—=b dat x - a en wet de eenecnduidig-
heid volgt uit y £ b dat x £ a is. Dus ’

i 1 4 X - & s E)=giDh)
S ) B 4 679 1 ) Nt 4 €9 1= € B )‘{3, e
X - a

A0
e merken op, dat de¢ voorwaarde im (17.9) dat ¢(y) continu in f{a)

ig automatisch vervuld is als £(x) een recle funciie is, dic op een
interval gecdefinicerd is. '
(17.10) (EZettinegregel). Als g(x) diffcrenticerbaar is in a en £(y) ge-

definieerd op de becldverzameling van g(x) en difforenticerbaar in g(al.
a f(g(a))

dan is £{g(x)) diffcrenticerbaar in a en e =
[& f(y) | 4 g;“) . (Als we schrijven y = g(x) en z = £(y) = £(g(x))
Wya(x) o :
g 42 - dz 4y
den is dx ~ dy dx)‘
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 Bewijs: Noem g(a) = b, dan is |
g(x) = bi(x-2) g'(a)+(x-a) £ (x—=a),
£(y) = £(0)+(y-b) £ (v)+(y-p) & oy - b), g
£(g(x)) = £(b)+(g(x)-1) "‘(b)+(g(x)-—b)z >(8(x) **b\=f(b”“(:~:—d) (a)£' (b)+
+(x~a)1' (b) £,(x = a)+(x-a)g'(a) £ (g(k) = b)+(x-a) £,(g(x) ~>b) E{X*M)#i
=t{gla))+(x *a}f‘(b)g‘(a)*(x-a)gf‘(b}s (x —>a)+g’ (a)éz(ﬁ( <) > b)+ |
+&.(x wa) E,(a(x) > D)}, |
Omdat g(x) con‘binu in a is, volgt uit x < a dat z(x)—> b,dus:
f(g(x))=f(s(a))+(z-a)f*(b)g' (a)+(X~a)€3(x —»a}.
(17.11) 4ls g(x) differentieerbaar is in a en g(a) £ 0, dan is 7—7

differentieerbaar in a en de afgeleide is - g la)

gg( a) e’
@_@_{f’wl__: Omdat g(x) continu isimaeng(a) £ 0 is er esn omgeving van
a, g(x) £ 0 (zie opgave 63): Door *toepassing van de kettingregel
mnet *‘( = ] volzt het gestelde makkelijk.

TJ" -
(17.12) et quotient :&-‘% van twee in a diiferentieerbare functies

rvoor g(a)t O

-

f(x) en g(x), gedefinieerd op dezelfde verzameling S en w

¥k
. . . . ca & o e
ig differentieerbaar in a met afgeleide : \a)l (a):- (h") :

‘Q‘ CJ

Opgave 80. Bewijs (17.12). | {é“‘"")“ﬁ
(17.13) Q-*%%& = ;1—5 voor x> O
X 0 - 7 V¢ -

Bevijg: Noem h = %22 , dan is 1og — log a _ Logda '“:%} log a

= -2; }_9&»%1;*‘}&)_ . Als x~ a, dan h — 0, maar Z;;uré Lop(dxh) 1,
-2 y

duslimlogx—loga=1'

X3 eXX - a a
(17, 14) T3 = eX voor recle x.

Bewijg: De omkeerfunctie van x = log y is y = e® en deze is continu
aus & Eoo ] =ty

ax - Tlogy 1°Y%°%"

A dy v
(17.15) %._.%.._ = a* log a voor redle x en a recél ui» » {.

Bewijg: a* = o log &, rpas hieropde kettingreg=l toe.

N “ -~ Xy .
(17:18) %—«wﬁm =¢ X & -1 voor reé¢le x> 0 en o resel,

Opgave 81, Vul het bewijs van (17.15) aan en bewijs (17.16)

7e merken op, dat (17.16) precies dezelfde formule geeflt als bij
gehele exponenten. Voor gehele exponenten hadden we het echier ook
bewezen voor complexze x £ O,
Opgave 82. Bewijs, ultgaande van het feit dat voor 0<x <—- T geldt sin x<

{x <%z x, dat %:i.m §~‘«£f X - 1 (Cenk ook om de negatieve waarden van X).
- 0 o .

- . d cos X .
BDewljse met behulp hiervan, dat d S'&f_}__&’, = €08 X en ~—gyyr—- = — 811 X.

Opgave 83. Bewijs dat de umo-ue’}{( 7) van onbave 61 niet differenticer- :
baar ig in 0, maar dat de functie x ‘f(x) = x’]((x) wel differentieer-



baar is in 0.
Opgave 84, Dewljs
van opzave 62.

) X ‘ " i
Opgave 85. Depaal de arzeleiden van -1»»—"2«,- \/ x° - %, X, tg x,log !/1-—-}(2,;

o

ome beweringen veor de fu 'mhes A .(x) en xl,}(x)

3]
=
o
Lt
\.)

log (~x), log log x, sindx - 3 sin x, log tg %, e” ‘

ils f(x) differentieerbaar is, dan is de afseleide f‘ (x) weer een
funetie van x; als deze differentieerbaar is (in een punt), dan zeggen
we dat f(x) twee maal differentieerbaar is {(in dat Uun"é) en noemen we
de efgeleide van '(x) de tyeede afgeleide van f(x): %Xl = f ' (x).

Ainaloog definieert men de n® afgeleide van f(x): L(‘;‘i)« c(n)(x) door
dx*

volledige inductie, mits zij bestaat. Als de n° afgeleide van #(x) be-
staat voor alle natuurlijke n, heet f(x) willekeurig vaak (of oneindig
vask) differentieerbacw.

- )

. 2
Opgave 86. Depaal de n afgeleide van

e J i,

O{i (1+x} (14x) " . sin xy,.cos x.
‘e Imnnen ons nu afvrage B

tot de afgseleide £f(a) nadert,

o
3
o]
=)

als x en y beide *ot a naderen. In het algemeen hcoelt dat ruet het geval
te zijn. (Voorbeeldicn geven de functies x“/\’L(x) van opgave 83 en X%‘,I(X)V
van opgave &4). Tel geldt het als steeds a tussen x eo ¥ ligts

(17.17) Als :’c’(X) ifferentieerbaar is in a, lim x = limy = a. en
N = A LY v e e
+ 7 )
x_ A y., 2 tussea x_ en y,. voor alle n, dan hesieat lin 2y, )= £lx ) en
n Li } n ‘n VI YN y o .Y. -
= £'(a) (We zoudon dit als volgt kunnen schrijven lim ——il.&»'_“..f\.,m = f' (a);
H K= & X
hierbij bechocven x en y niet # a te zijn!) Vi
KAy
L, L udsn ,
‘ . .. Ay ) 3 ;"&
Dewiis: a :},nxn-i-ﬁ-?i n)' Yy met :}n reeel en O LA Lt Dus J*I-l;;; = n
a-x 2
en 5*-;%« = 1~71n. Als nu X £ aen Ty £ a, dan geldsb
UL s £flx 3-T{ai .
2y, )~£(x, 7 (y,.) - £(a) n~a o - T a-x
S__ D _fi(a) = 4 ot ¢ W N
T~ % B y. — a f oy -x i) Ty _ex *{a)=
nn n Yn"n "} : nom
£{y,) - (a) £(x,) = £(a) 2{y,)-1(a)
" rl n ‘ i l’l L%
= — + (1~2_) - £'0a) =4 4 —— ~ £ (ak
'n Jn - a n X, _ g 1) ) g
) 9 | — |
+ (1~ A ) = - f‘(a}j. Bii £ » 0 ig een” o »C zodatl ul't\x::-a\ Y
en x £ a volg ”c(m(-“«LJ g?:—)- T () t( ¢, Vercer bij o » © aen N, mcdat voor
G- Ky

- - - ! < e e e TS )
n >N, selds }xn - a;{p en een N, zodav voor un > i, &2

Fies ¥ = max (N, ,K,); voor n >N, x ey ¥, A a geldi Jans

L%y e < >
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£(y,)-E(x,) 2ly )=2(8) £(x,)~2(2)
B L g , Ip?=x\8) _evia)+ (- ) TN T
. (a) Qn‘f » ;n — a “n’ | X TE £ (:a)t

45 » L8 echier n2> N en hetzi] X, = & hetzij y.. = a dsn volgt direct

{(17.18) 4 C iscuy o wozaneling, £(x) is vadex‘ixzieex"d op C en d@iffe-
o Y
renticerbaar, dan zijn de verzamelingen derT v

x £y en dar T ( 4 ) woor i(.—i C of beide onbegrensd of er =eldt:
v [ECELECIY | L g Vo (s
:ﬂ;p! ; | = ,.;u:p }jj! ( (t)) (L

X
Y
X ~

Bewijg: Foem het linkerlid (resp. rechterlid) vande'clwijnen ’oe‘crelrw

king als het bestaat I{resp. W). Stel dat de verzamcling dﬁ:r'}'( x)-f Yoy

begrensd is en die der}f‘ (§ )‘hetzij onbegrensd hetz tearengd met MOKDen zin er
gen L 1. en esn ’;é 8 te vinden zodat ‘f‘({;’ )\ SK. Verder is ex een

" T - . d _".’ ') T 1;
(g )\< E~Il. Dan is \f(’cz{fﬁf l) 21 ¢ = ~f NS
‘ ctgeen cen texn enspraak geelt, dusrl . at de :
- ~r a
verzameling der l"f’*( z )] begrensd is c¢n die dc l“‘é‘-%:;f_ = etzl] crbeprensd
hetwlj bogropeire®i: ¥, Dan zijner een Ty N en x £ O, y & ¢ meh vy zodat
“ 4 4 ; . et “4
(ﬂ‘{ '~§~-’PL. T behoort z = gx + ;ity ool tot O on TR w n e = :’-».
A fcd .. u/r’\..':-"/* ~ ) —,tc'
Verde’w ig .-..g..._).: ‘:y"‘\w.l f(.:“:f'... f< ..,._).. - :s.-::zl -+ .f;\.ﬁ.::....%;;'t.;‘fw‘-t l.—%.,(..?.).-p
X X2 LY . /e AT
£ DA | g SR (il 1R m£(2) |
» U8 } X 2 bl i g { 5= § z-y
=Y .. LY of v _ .
en f(:l..:‘—.,(.;L beide { L warcn was ook :=~3-{~L--:-E:~('—1~§/\ I, hevgeen niel het
XY ! :

-

geval is. liinstens een van beide is dus » L. Als het de eerste in, noe-

men we X, =X, Y= 2, als het dc twecde  ig, X4=%s 47T et ¥,9¥4 8aan

we nu oz degelfde wijze verder. Zo vinden we amch velledige indugtie
¥ A

~r ¢ 7 ~r ¢ . + Sy e )
X, en y, zodat. x, Tussen x, 4 en ¥y, 4.y, Sussen I . ¢a

£(x )-f(yn){ _
--—:;~:_q:"-—"f/1, Ye bewijzen nu, dat x, tussen x en y en’y, TVseg2n X eny
Yn :

h{,t en al we X, = A X + (1- A Q)Y en gy = H x + (1= & )y stellen dat
An /r = ~;1 ig en A (“esp //‘n ecn antitonc (resp. isotone) rij vor-
=1= = = - = A Rl V2 o= 3 =

/(,r‘l._/1_20f21—2,/[1~020c1a voor n = 1 a2 beve

ringen iuis”c zi;m Stel nu de  beweringen juist voor n. Dan

i
3 - 1 4 7
el 1 4 du‘ 7 = ‘r = T . EE~S = 5 : = ‘ \.l".'.
ste mogelijkhedd X, =X ,QUS /i, g = A, €0 ¥4 =5 335 ¥y, =3 ‘u A
+ 'z 1 ',;( A+ 3 3
o n s

- aa — 1.?' 4 or DL A
al [ Ve dhg’/”(n-!-'} = 3\ A “ ./(An) on J'y"’-@_.mx{ .

J

A 12

< i

‘--'I\

men, .. ge

de esr-

-~ w
N

1
vl
{

i

weede mogetijiklheld is 2

1.____ N s
2 (%n_‘/’f"n) - onHd alad P VE
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S 1, -1 -1 . =X wy)

X1 S5 F,t 5 Ty = 5( 2n+/un)x + {1 5( }n+/.ln)} ¥y dus A g = 2(?>n+/(,’1n)&‘
‘ o - - ’ ik - — 1 - : }i“

o0& 2 J:1+1< 1, cn Ya+1 = In? aus/”nﬂ '"/”n’ C‘u“”qnﬂ /M»n+1 - 2(?‘1”‘ /un)ﬁ
:""fxlﬁ 1 Ay Py Omdat A, (resp../ﬂ o) ¢en begrensde antitcne (resp. iso-

2

tone) rij vormbt, is deze rij convergent en wel, wegens 7’11“/“1:1 = j—ﬁ s Voor

2 ,
?n enu met degzelfde limiet A, dic wegens O< A ng 1 voldoet aan

0 LA <1. Dus x, en y, convergeren naar dezelfde limiet Z -'Ax + (1-2 )yg

die tussen T en y ll,ﬁ. Op dezelide wijze bewijst men da’c 5 tussen Xy
en y, 1ist voor alle m, door in plaats vanwn Xy van X en v uit te

m m-
gaan. Te¢ mozen dus (17.17) toepassen en vinden dat .
f(x )-f Yy ) f(x )-x(y )

. n
e X, Vg
' ook ‘I’(% )‘) L > N, hetgeen een tegenspraak geeft. Hiermee zijn alle
mogelijke gevallen afgehandeld (ga dit na), en is dc stclling bewezcn.
(17.19) Als ecn functic f(x) gedefiniecerd is op ecn convexe verzameling
en diffcrenticerbaar is met ceon afgelcide dic overal nul is, dan is
£(x) constant.

= T ( f, }, Omdat voor alle n geldt\

\?, L, geldw

Bewiis: sup \f‘(§)[~0 dus sup {W( 0 dus \i(—-}%—:_l—filA:O
EeC xect *V =
. v5C
XEY

voor glle x en y met x £ y, dus £(x) = £(y) =7 constant.
(17.20) als £(x) en g(x) gedefinicerd zijn op ccn convexe verzameling
C cn differontiecerbaar zijn cn £'(x) = g'(x) voor alle x €C, dan is
cr eon constante § zodat g(x) = £(x) + ¥ (Door zijn afgcleide.is con
‘ funetic op ¢on additieve constantc na bepaald). ‘
Beriis: Pas (17.19) toe op h(x:) = g(x) - £(x).
(17.21) $%cl C is cen convexe verzameling, f£{x) is gedefindecsd op C

en dlf & *nulcerbaar, a is ecn comnlex getal, dan zijn dc virgamelingen
der 1 “}...ﬁ,. alvoor x€C, vy ¢ {, x #¥ en dor {f‘(g) - a\voor
ge C of beide onbegronsd of cr gﬂld’u:

S'll}:) ii&%‘iﬁﬂ - ak—s}‘%’p \ "(&) - «"J:{.

-

Y& C
Xty .
Bewiiss Pas (17.18) tce op g(x) = f(x) -~ ax; imrucrs é_z,(_j{}i.%(* -
K- x - 2K - £ \ + a f r — .:5(_
. Ex) o £(y) A (y}){ e ; I - g oen g'(x) = £'(x) - a.

e gebruiken (17.18) mcestal in de volgende gedaante s
f(x) -~ f(m(<sup fs(% ]

x-—-Jy
;tusson
xeny
21s £(x) con redle functie is en C dus ecn interval kan het bewijs

van (17 18) ook zonder absoluutstrepen geleverd worden exn hoet volgende
verkregen worden:
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inf £(§)( ﬁ%}fmésup (&),
itussen y £ tussen
X eny ' X eny

7e kunnen (17.18) nog iets .eueraliseren als volgt:
(17.22) Stel C is een couvexe verzameling, f(x) en g{x) zedefinieerd
op C en differentieerbaar, g(x) eeneenduidig en dusdanig dat tussen-
punten in tussenpunten overgevoerd worden (d.w.z. uit z btussen x en y
volst dat o(z) tussen g(x) en sly) 1igt) en g (x) ;é_ 0 voor alle xe& C,
f(x) -~ £(y)

dan zijn de verzamelingen der[ 1 voor x €C, ¥y €C, x £y

slx)-aly)

en der £ (&) voor & € C of beid beg d of er geldt
¥ L > 0 c¢liae onbegrens o} er ge

a8 ()

(x)-f (&

oy (S o |EEY

zet 18X gy[,;M & (g
yeC
b ¥

Het bewijs verloopt volgens hetzelfde schema als dat van (17.18).,

f{x!—«fgz}

_ X— enfx-—fg_y_}_“fx-—fz a(x)-glz +£,((_Z%:_‘§%1}_
- TR o R REERE - KR - T -

g ~“o\Y :
s z = Ax+ (1- Dy met 0 € 2(< 1, dan is g%z)://g;(x)-%(%/)g(y)
. g(x)-g(z g{z)~& .
met 0 & 4§ 1 en dus R aly) = 1= A en 2 = p s e voeren
ite

het bewijs nicet verder uit

§18. Reéle differenticerbare funciies.

"7e beperken ons in deze paragraal uitsluitend tosb recle functies.
Zen recle functie f(x) gedefinieerd op S heet sbiigernd in a € &, als
or een recel getal ¥ > 0 bestaat zodat wit x ¢ §,|x-ul< ¥ en x<a
(resp. x > a) volgt £(x) < f(a) (resp. £(x) > f(a)).
Lnaloog dalend met £(x) > ©(a) (resp. f(x) < f(a)), aiet - dalend met
f(x) L £(a) (resps T(x) > f(a)), nict-stijgend mct £{x) > £{a) (resp.
£(x) < £(a)). o zeggen dat £(x) een relatief mawimunm (resp. relatief
minimum) in a € S heeft, alg er cen reéel getal ¥ > 0 begtaus zodat uit
% &S5 enfx ~ al<y volgt £f(x) £ £(a) (resp. f(x) > £(a)).
(18.1) Als de re&le Tunctie £(x) een maximum (resp. minimum) heeft in
a, dan heeitd 3’;’(:{) daar ook -en relatief maximum (resp. rclatief minimum).
Div is evident.

N
{

(18.2) ils de re€le functie f(x) in a niet - dalend (resp. niet - gtijger
en differventieerbeer is, is £%(a) > 0 (resp. £'(a) £ 0).

Bewijs: Voor\x — al< ¥ is Eﬁ}%—:—gﬁa 20 (resp. € 0).

e

(18.37) ils de redle functie f(x) in a differentiecrbacry is en £'(a)>C
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(resp.< 0) dan is £(x) in a stijgend (resp. dalend). |

Bewiis: Ve beschouven het geval £'(a) > 0 (het andere geval gaat ana-—‘
loog): “r is een reéle § > O te vinden, zodat wuit \x—-a‘( 3 volgt

if X_gg a) _ £ (a)‘ < f'(a), dus W >0, dus voor -x¥<a is dari

f{x) < £(a) en voor x >a is dan £{x) > f(a).

Het verschil in de voorwaarden van (18.2) en (18.3) {(die in zekere
zin als elkears omkeringen te beschouwingen zijn) is essentieel; zo kan
voor een functie f(x), dic stijgend is in a, toch gelden £'(a) = 0.

B.v. x3 ig stijgend in O, maar 3X2 is daar nul. ’

(18.4) ils een redle functie f(x) zedefinieerd is op S, a € § is ver-

dichtingspunt van SN (- o, a] en 8 N{a, + o) (b.v. als S een interval

bevat, dat a bevat, maar niet als begin - of eindpunt), f{x) differcn-

i;i\,o“baar is in a en in a cen relatief maximum of minimum heeft, dan
£ (a) =

Dewijiss Laat £(x) in a cen rclatief maximum hebben (relatief mlnimum
gaat analoog). Dan is er cen ) > 0 zodat uit x € S en ix—ats ¥ volgt £(x)¢
< f(a), dus den als x »a (resp. x<a) is ﬁg—,); g'(fl)« £ 0 (resrs _>0). Om~
dat a verdichtingspunt is van SN [a, + ™ ), geldt f'(a) = Z)L&m __(_&f_ﬁ___)_
maar dit is < 0. Zvenzo met x4 a, dat f£'(a) > 0. Dus £'(a) = O.

Lvident is do volgende stelling:

(18.5) ils een redle functic monotoon stijgend (resp. dalend, niet-da-
lend, niet - stijgend) is, is zij in icder punt vay haar definiticver—
zameling stijgend (resp. dalend, ailct - dalend, niect - stijgend).

Door combinatie van (18.5) met (18.2) vindt men:

' (18.6) Als de reele functie f(x) isotoon (resp. antitoon) en differens
tieerbaar is, is £'(x) » 0 (resp. £ 0).

O tc kunnen bem.;;zea, dat uit £(x) > 0 volst <et f£(x) strong iso—
toon is, hcebben we nieuwe hulpmiddelen nodig:

(18.7)(Stelling van Rolle). Als de reéle functic {f(x' goleTinieerd is op
{a,b} ,dacr continu is en op (a,b) d,,.;.feren'bleerbaam £(a) = £(b)
dan is er een:ﬁ € {a,b), zodat £'(E)

Bewijs: Daar (a,b] een compacte ruimte is en £(x) contiiu, heeft £(x)
een maxinmwa en cen minimum. Daar f{a) = 0, is het meximum > 0 en het
minimem £ O. Als ze beide = 0 zijn is £(x) = O overal op E;1,b1 , maar dan
is ook fi(x) = 0 overal op (a,b], dus is & nog willckeuri~ e kicszen

op (a,b). Stel nu het maximum > O (het minimum < O gaat anelcog), dan

is het punt < , waar f(r; ) maximaal is, niet a of b v'cguu f(a) £(b)=
= 0. Op ? mooen we dus (18.4) tocpassen en concludercn dat f'( &) =0,
(18.8) (1 iddelwaardestelling van de dlff\,rentlaalrelxcnln,\,. 2ls de
re&le funchie F(x) gedefinieerd is op» (a,bl, daar contimm 1s en op (a,b)

&

differcntieerbaar, dan is or een é € (a,b), zodat £°(£) = bb:; -

Bewijs: Woem g(x) = £(x)-£(a)- £== (£(b)-£(a)), dan Voldoet 3(x)
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aan de voorwaarden van de stelling van Rolle, dus er is cen § € (a,b),

zodat &' (%) = 0, maar g' (&) =2 (&) - :f-(-}%:ii—al » dus £1(§)

R OEIE]

= TThoa

(18.9) ils ecn reéle functie f(x) op cen interval gedefinieerd en dife; 

ferenticerbaar is, en £'(x) # 0 voor alle x in het definitieinterval,

dan is I(x) eeneenduid;g (cn dus streng monotoon en dus heeft ' (x)

overal hetzelfde tcken). .
Bewiis: Stel dat er twee getallen a em b met a # b zijn, zodat f(a)=
= £(b) is. Wu is £(x) ook op [a,b] gedefiniéerd en wegens (18.8) is er

ecn g zodat ”‘(? ) = iLgl:Eigl = 0, hetgeen cen teogcnsiraak geeft. Dus

uit a £ b volgt f(a) £ f(b), Ge functie is ceneenduidig. De rest van de

bevering volgt uwit het feit dat £(x) coatinu is (17.2), en verder uit ‘

(13.9) en (18.6).

Uit (18.9) volgt nog dat als ¢(x) op een interval gedeflnlevrd en
differcenticerbaar is en de afgeleidc is crgens negatief en erszens po-
sitief, de afgeleide ook ergens nul moet zijn. Dit wijst in de richting
van cen middelwaardestelling voor de afgeleide analoog die van Teier-
strass. lien zou kunnen denken, dat dit komt omdat ecn afge.cide altijd
continu is. Dit is evenwel niet het geval (zie opgave 87); zclfs hoeft
de afzgeleide in een gealoten interval nict eens begrensd te zijn (zie
opgave 88).

cave 87. Do functie f(x) = x° sin % voor rcele x £ 0 en £(0) = O is
diffecrenticerbaar (zie opgave 84). De afgeleide is niet continu in O.
Opgave 88. De funetiec I(x) = %° sin 1§ voor redle x £ O cn £(0)
is differcnticcrbaar. De afgelceidc i% niet begrensd op [0, 1] .

Als cen functie difforonticerbazr is en de afgeleide is conbinu dan

heet de functie continu diffsrenticerbasar.

Ondanks het feit dat de afgeleide van een fupetbtie nioev continu bencets
te zijn. geldt toch do volgende middelwaardestellisiue voor ecwn functie
dic ecn afgeleide igsz
(18.10) (Stelling van Darbeux).ils de recele funciis jedefinieerd is op
@,ﬁjen differenticerbaar ¢n r is cen getal tusscu £ 1 ¢a F7(b) dam
is cr een éél_fa,b] , zodat (£ ) = r.

Berijis: Woem £'(a) = p, £'(b) = q. Stel p < g (»>
Ms r =p of r =q is de stelling evident, Stel dus »
de functie g(x) = £(x) - rx. Dan is g(x) ook gedefinicerd op [a, @]en dif-
ferenticerbaar met afgelceide g' (x) = £ (x)~-r. Due g (a) = £ (a)~ r =
=p -~ r<O0@ams' (b)) =£(b) - r =¢q - r)»O. Dus is er, wogens (18.9), cen
een ié[a,b} zodat g §‘) =0, dus £'( &)

De gtellingen vean Teilcrsbtrass cn Darboux zijun zohecl onaloge stel-
lingen voor functies dic coptinu rcsp. cen afgelcide ziin, .Je zagen al

-

dat cun afgeleide nict continuw hocft tc¢ zijn; dus omvat do stelling van

a geat analoog).
<1 {4y Bcgchouw
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Darboux gevallen, die die van Weierstrass niet omvat. In werkelijkheid
is de stelling van Weierstrass een byzonder gevel van die van Darboux;
we zullen n,l. later in de integraalrekening bewijzen, dat er bij ie~
dere op een interval gedefinieerde continue reele functie f£(x) een
functie te vinden is waarvan f(x) de afgelelde is.

Opgave 89. Bepaal het minimum van }ip {(x- a ) , Waarin alle p > 0.
Bewijs, dat het verkelijk een'minimum is.

Opgave 90. Bepaal relatieve maxima en minima van x3 - X,

Op analoge wijze als bij continuiteit geschied is, kunnen we diffe~
rentieerhaarheid~van links en van rechts definiéren. Een functie die in
een punt van links en van rechts differentieerbaar is behceft evenwel
niet differentieerbaar te zijn. Zo is de reé€le functie|x|in O van links
en van rechts differentieerbaar, masr niet differentieerbaar,

§19, Uniforme en continue differentieerbsarheid.

Als een functie f(x) differentieerbser is en er geldt dat bij iede=

re ’? > 0 een ¥ 7 O te vinden is, zodat voor x-yl< § en x ¥ geldt

%ﬁl - f’(x)} <

dan heet f({x) uwniform differentieerbaar (d.w.z. D) hangt alleen van'%
en niet van x af).
(19.1) Als f(x) uniform differentieerbasr is, is f'(x) uniform continu.
Bewijs: Bij ? >0 is een © » O te vinden zodat uit |x-y\ <9,
x £y volgt
2()=2(x) _
| \ VX fwl< F,
X 2(x)-£(y) _
maar ook =y f'(x)l <‘£¥
dus \f'(x)—f'(y)\<~%~
(19.2) Als f(x) gedefinieerd is op cen convexe verzamcling C en diffe-

rentiesrbaar en £'(x) is uniform countinu, dan is f{x) vniform differen-
tieervasr, '

3

) . { <~ ey

Bewijs: Uit (17.21) volght dat voor x £ y geldt 3?‘xf7%£11 ~- f'(xﬂ‘k
Y sun]i‘(& ) - f‘(x)(. Kies een % > 0, dan is Ceev™.3 sen § > 0 zo-
Etussen ‘

x eny
dat u14 Evolgt‘P” «f‘iz,;g/ < Stel nax-yi. 5y wi5 g tussen
x eny llg‘t, geldt fi- 5 ¢ =3+ 1§ -yl =lx-y 1< &, cusizt{ &)=

\ . 'r”"(' ".‘?l’ vy s)a
- f'(x)‘(i—’z, dus cup’;f‘( 3{ )-'f'(X)\$“g<% . Dus‘—*—i&};_ém'f'n& - f'p«:)‘{ .
Etussen } £y 7

xoen y

We hebben nu noeg enkele "meetkundige™ hulpstellingen cver het com-
plexe vlak ncdig

Drie complexe getallen heten céllineair als minstans een van QG Jrie
tussen de beide andere ligt,

Als a en b complexe getallen zijn en a # b dan hset de vergzaueling
der complexe getallen x, die te schrijven zijn x =2a+(1= 2)b met A
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‘willekeurig reéel, de rechte liin door & en b,
(19.3)‘Als a,b,c en d complexe getallen zijn, a # b, ¢ # d encend
behoren tot (“liggenvop") de rechte door a en b dan is de rechte door
¢ en & dezelfde als de rechte door a en b, _ ' :
(19.4)‘Als a en b complexe getallen zijn en a £ b, dan bestsat de rech-
te door a en b uit die en slechts die complexe getallen die collineair |
zijn met a en Db.
Opzave 91. Bewijs (19.3) en (19.4).
{19.5) Stel C een convexe verzameling complexe getallen, &tﬁ C en noem
D de verzameling die uit ¢ ontstast door a eruit weg te laten. Stel
verder dat D ook convex is of dat C geen deelvergzameling van een rechte
- 1lijn is, Laat £(x) gedefinleerd zijn op D en differentieerbaar; verder
E f1(x) continu uit te breiden in a met waarde b, Dan is f£(x) ook continu
uit te breidm ina ende uitgebreide functie is differenticerbaar in a
met afgeleide b,

Bewijs: Als x£D, y € D, a niet tussen x en y, dan 1is !.l.l‘l_ﬂl). bg
&suplf' ( £)+b|. Bij iedere M0 is een Y > 0 te vinden zodat uit §€D
z“tussen
xeny

en |& -al <Y volgt |£1( E )-b\<-3i. Als jx-ak$, y-al<i, dan is voor §vtussen‘
x en y ook {£-a|<} (waerom: ? ), dus als bovendien x €D,y € D, x £ ¥
en a niet tussen x en y ligt, £ix 'f - b(<’—’2 . Speciaal is er een

5,70 met[-i?l—ﬂll -b) < dus \f(x)-f(y)K lx-y| (\b{+ 1). Neem

nu een rij X, € D met /];un X, = a8 Bij £ 0 is een 1\1 te vinden zodat
, voor n > N geldt}x -al < 8“1 en een N, zodat voor m > N,, n >N, gelds
(xm X ‘ m;—y . Noem N = max (N,‘,N ) en stel m » N en n ‘*N- als
X, = X, dan is |2(x)-£(x )] = 0<E o Als xm/: x, en a niet tussen
xm en x, dan is }f(xm)-f(x N LIxgmx ) (Ipls 1)<e . Als x| £ x, en a tuse
sen X, er.v X, dan is D niet convex; er is dus een y ¢ D dle niet op de
rechte cdoor Xy €8 X, ligt. Ieder punt Y4 £ a tussen y en 2 ligt dan
cok niet op de rechte door X, en X, want

/3 ~ anders was de rechte dosr y, en o dezelfde
als die door X, €n X, eny lag wel op de ene
4. en niet op de andere rechte. Verder is y,& C
o T eny, £ a5 dus y1 € D, Kies nu een recel ge-

£ . e AvY
getal A zodat 0 < A min(s Fai? 4(1‘0&-&' 1)\§ 3 1,, dem ls y,}( Ay Y+
% (1= -3) a tussen y enie en.y,’ £ a wrder isly, -aff en (yq- a\—'(4 TR

Ten slotte ligt a niet tus en X, €0 Yy (want de rechte door X, en a
kan y, niet bevatten) en evenzo ligt a niet tussen Xy en Tqe Dus ig

lex)-£(x ) € | £ (x)=2(r )] +]2(y) = £(x)] < lxymyqgp +]xgmv 4l
(1p) +1) & (2}y1-a\ +lxm-a\+ ‘{xn-aj)( b +1) = (2{»y1—al+ lxm-xn{).

(3b}/,+1) < ¢ . Dus de rij f(xn) is een fundamentaalrij, dus coanvergent.
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Dsar dit voor a%le dergeligke rijen geldt, is f£(x) continu uit te brei-
den in a; noem de waarde daar c. Dan is als y tussen x en 8, y # X
en y £ 8, dus zeker niet a tussen k en y ligt 1j (fizl—iili -b)=
-.:%l_f)é:?.-b-. Dus uit x € D enix-al<¥ volgt{L——f ) bl(?z Dus de
functie g(x) = f£(x) voor x ¢ D en g(a) = ¢ is differentieerbaar in a
en gt(a) = b.

Dat de eis dat C geen deelverzameling van een rechte lijn is niet
gemist kan worden blijkt uit de refle functie £{x) = O voor x <0 en
f(x) = 1 voor x > 0. Wel kunnen we, als gegeven is dat f(x) continu
uit te breiden is in a, de bijvocorwasrden vocr de definitieverzameling
lsten vervallen, daar die alleen gebruikt zijn om te bewijzen, dat :
£(x) continu uit te breiden is in a. Zo vinden we de volgende stellings
(19.6) Stel C een convexe verzameling complexe getallen, a & C, f(x)
gedefinieerd op C, continu en, behalve eventueel in a, differenticer—
baer. Als £'{x) continu uit te breiden is in a met waarde b, dan is
f(x) ook differentieerbaar in a met afgeleide b,

Opgave 92. Voor reele X > 1 is x ™ (gedefinieerd voor reele x > 0)
uit te breiden in 0, zodat de functie daar differentieerbaar is. Bewijs
dit. ' '

. - -
S e e A ' e

§20 Rlaen dlfferentlecrbare functles.
(20.1) Als de functies van een rij In(x) gedefinieerd zijn op een vaste
convexe verzameling C en differentieerbsar zijn, de rij convergeert in
een punt a en de rij der afgeleiden convergee;t uniform (éig“f’n(x) =
= g(x)), dan convergeert de rij fn(x) overal in C (;}g”fn(x) = £(x))

en f(x) is differentieerbaar met afgeleids g(x) (limietovergang en dif-

ferentiatie mogen verwisseld worden: lim d n.x) = %— lim f (x))
7 =200 dx X w0

Bewijs: Eeret bewijzen we, dat fn(x) overal in C convergeert. Voor
a is dat gegeven, neem dus x £ a, dan is {* (x) - £ (x))('f (x) - £i(x)=

-f,(a) + £ (a)] +!fn(a) £ (a)lg x-a\iup f' ((é ) = £ C gD +{f(a) -
ussen
a en X
- fm(a)\ i Bij £ >0 is een N, te vinden zodat voor m > N1, n > N1 en
& ' . 0 ———i——— - . K z
alle £ € C geldt |f (&) =1 ){(MX — dus§ ﬁgéf;ﬂ £)-21, ()|«
a en x
£ £

4'41x-a:\< STecay ¢ °° een N, zodat voor m > Ny, 1 > N, geldt|f (a)-f (a}i

(%. Noem N = max (I\T1 ,1\72); voorm > N enn >N is dan‘fm(x)—fn(xj\< £,

dus de rij fn(x) i1s convergent., Nu bewijzen we de differentieerbaarheid

in b € C-met afgeleide g(b). Vorm daartoe de rij functies yg(x) gedefi-

nieerd door ‘/ (x) = T (x) sn(b) voor x £ Db en fn(b) = f'n(b). Dan is
o

Vn(x) continu (ook in b). Bij £ > 0 is een N

3 zodat vgor m >-N3,
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n>N3 enalle §€:Ggeldt‘f‘(§}~f‘ (g)(é Voorzulkemen
n en x £ b geldt dan | (x) - vﬂl(x)l = C e

T -f £ (b f b
{{ RESEEMES) SN ( ) nt )({\ sup |24 (&)-£* (é)k £ <g_ en

x-b g’cussen

voor X = b geldt ]‘fn(b) ~‘/ (b)k ‘f' {p) - £ (b)\(% < €.

Volgens (15.3) is de rij f (x) uniform converbent en daar alle functies
n(.&) continu zijn, is de limietfunciie V(x) ook con;iiln%.bmaar voor
x'A b is (P(x) = i’-‘jx—:%ﬂl en (p(b) = &(b). Dus 11? L=ED) L g,
dus £'(b) = g{bv). 1
Opgave 93. Berocken lim n (x a

W00
van de afgeleiden).

- 1) voor reele x > 0. (Beschouw de rij

§ 21.Recksen o Absolute convergentie. lachtreeksen.

Als a, een rij complexe getallen is, vormen we daarbij de rij An
= Z':: 8. e noemen dan de rij An de reecks Za Do ay, heten de termenvon
de recks, de A de partiele sommen. Als de rij A},1 convergeert met
limiet A, dan zeggen we dat de raeks 'Zan convergeert met de gom A. Ve
schrijven dan ook A = 2 a&. Dus ;':;ay = lim 2 oy Eigenlijk is de
theorie van de recksen dus in -rezen geen nieuwe theorle, daar deze op
die van de rijen (n.l. der partidle sommen) terug te. brengen is.. .
Omzekeerd is ook iederc rij als cen recks op te vatten. Gaat men n.l.

uit van ecen rij a_ cn vormbt men hicrbij de rij u_ als volgt: uy = ay

n n
en;ln:an“an-‘l voorn)‘i, dan is U, =y = 3y c%,uﬁa Z- Uy = u, +
4—%:1:‘1::.-511-5‘K ak1)=a ~1-2?ak k=a1+an«a,‘;

n
Het eigen karakter van de theorie ontstaat, doordat we nu de kwestles

samenhangende met convergentie in samenhang brengen metv de termen van
de reeks en niet met de partiele sommen.

Een recks Xan is convergent met som A alg bij iedere £ > 0 een N
te vinden is zodat voor m > N geldt|a - Z 2| < € . laar een reeks
is ook dan en slechts dan convergent, als de partiéle sommen een fun-
damt,n'taalrl;j vormen, dus als bl;x 1odere £ > 0 ecn N te vinden is zo-

dat voor m > Wy, n > N geldt fm - ak\ <f . Is num> n (het ge-
val m = n kan buiten beschouwing bll;;ven, omdat ds verlangde betrekking
dariﬂaltl;;d gggldt), s m=n+ p met p een natuurlijk zetal en
KZ ' ak = Z_' a, + *{Z_;i &+ Daarvit volgt:
(21.1) Len reeks > ay is dan en slechts dan conve gent als bij iedere
£ > 0 eeu N te v:Lnden is, zodat voor alle n > N en dlepgeldt ’g }<z
Hieruit volgt dat evenals bij rijen de begintermen er voor de ¢3xi'-
verzentie niets toe doen. Dat is niet zo vanzelfsprekend als het 1ijkt;
ien bedenke slechts,dat als men b.v. de eerste term van een recks ver-
andert, daardoor glle parti¥le sommen veranderecn. De convergentie

bllgf-t dan wel bew ard, maar, anders dan bij rijen, verandert de som .
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{2L2}A15 men ven een convaévrgente reeks eindiy veel termen verandert, is de

verance de recks ool conver.ent (maar de som kan eew: anderc zijn dan
die van de oorspronkelijle reels).

Heemt men in {(21.1) » = 1 édun is{an+1[<£ , dug.voor n >+l is
la §<£ , Gus
(,,1 3) ils de reelks X a, convergsert, celdt 1_3).2 a, = 0.

e beoinnen cen recks i wlacts van | met de :mdc: 1 ook el esns met
cen ander sehecl setal en definiéren 2’. L8 = 11n; i Sy alzs het be-
steot. Uit (21.1) volgt weer, dat hot zavn mv}.ocd ?3’7: de converw ent‘e ;
.hee};&n-et welle index we besinnen. Verder is voor iy < m, ook ’(Z =N
= 2 & m‘ak, aus T

Ty (21 4) 1 p en ¢ gehele ;sctallen zijn met p < ¢ dan bestaan 2": =
en Z 2,. beide wel m bside niet en alg beide wel bestaun {,elcl’s
g"?’ S o+ 2o
g wee k& ik

Yercar kunnen e de termen van een converjemte recks in groepjes
bij elrzar ncmen; dit he.xt alleen tot _evolg dat de rij der vartiele
gormen doo” e:n decelrij vervangen wordt, Gic dus converzent is met

degelide limiet. Dug ‘

(21.5) s X a, conversecrt en n_ is een stijgende rij najwerlijle
orina .
setallen en b zZ’.‘ , Gan is 2 b convel, et net &e zeliac gom als
-?t”to - M
T a.

1l
ey ongelheerds Leldt nied! Lo s Go rolls Z 0 conves_ent, naar
e

Z (»«'I)n nict en toch onbstaat uit de la tste re.lis, gls o roepjes
van tvo. tirmen by elliaar nemen, 2 O. ilen mo_ dus _eex teruen “splitsen”
. Als voerbecld van esn roeks 'bcsc;zow:‘.gi;‘: =g de mectlundisc recks
= 1—1-:—-?{* (berijzen net volledise in-

> R Voor a £ 1 seldt 3 oF
ductic). Verddr is ll,‘éb o KS%OOI‘{&! < 1 (bedenk '{ia‘bian\z fed n) en niet
voor }u.l}, 1. Tegens (21 3) Lan de recks dus alleen voorial< 1 convergeren.
Dan cldt echter Z a, = ?é'a" .

3each ou'izﬂu ac rwl* Z VZH . ¥4u if ;T}g:;:‘—)- = ;— ';,E}T % aus
(bgﬁﬁ-fﬁ foghp s TR ea- gy e gy o n
«6) -1s¥i on T b couvergeson, aan convergeert ook = (a*1+bn) net
ccn som die de som is von do sonmen van &7 a, en ,§: b :
(21.7) Als z a, conva. ‘geert en ¢ is con cou“lex behl dan convergeert
> cl, et ein som dic ¢ macl dc som van  Fa, is.
Opgave._ 9/% Bewijs (21.6) en (21.7).

Lt resks 2 a hew avsoluut convergent als Zlan\ convergecrte.
(21.8) .ls ecn re \,E* absolurt convw.%v‘wt convergeert hije

Deriis s %_:E a‘i < gh} ay|= == l” Pas hicrop (21.1) +toe.
(21..) (Lajoranterit um‘i—m s b efﬁ";” »I'lee -etallen 20 is,

> bn converseert, c¢n voor de rij c »eldd dat er cen W is zodat
vocr alle n > Il geldtia, | £ b,, dan convcrge""“ 2 3, @bsoluut ( Z_'b

heot dan eew majorent van S: a, T
| < f‘” z:




: e nan
Bewiig: Voor n> N . eld"' i 5 b ’} bi,,.}q
Famey = w! s Konvidy A )
Hieruit volgt dat T 4= conve r,geert want e . De har-
2 ] 2 n(n+1) e
n (ﬂ+1 )’:'1 o

evem’el i diver.ent, mant Z E = 4 +;:_; §ZE>

=1 + Z —;— =1 + —g- en dit gaa’c' naar + wals n-— 0.
j~l

(21.10) (xmcnts*“or“celo“lterlmi vau Cauchy): als vour een rij a, geldt
lim sup ]/; a, |<1, den is ¥ a, @bsoluut convergent, als lim sup }/_—)1,
dan is 7 ay dwvev’éon‘h. (Cit = 1 valt niets te concluderen).
Bewijisg: Ixoem lim sup fa = be 4ls D 1, dan is er eilzixwaarvoor
Seldt b L e < 1, Daarbij is een N zoda‘b voor n> N geldt 7/ }an{4c of
H \(o" Deardoor is de resks a, Zemajoreerd met de meetlundize

reetrs J_c® met ¢ < 1. Dus a, 15 absoluut converzent, Als b > 1,

jag B

oY
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FES

monigche reaks Z
i
2

dor is er eon deelrij wid m\die nzar b convergeert., Voor die deel-

rij dig in ieder geval van een zelerc index af \an{ > 1. Duvs kan niet

lim a, = 0 sijn, dus de recks 3 a, is divergent.

(21 11)( guotientencriterivm van d.‘f;lemuert) Als voor een rij &, geldt
;é0voor alle n en 11:1 sup l ‘.:“.1.'1..;.“.1141, don is y_ a = absoluuy conver—

n+1 \ n
gert, als lim infl ™ a_{> 1, dan is 2_ ‘a, Givergent.

{ Ro! :
Sewijg: Nocm lim sup \——— EH = b. s o< 1, kiezen ve een.c met b<c<1.

, 7
. - = + .
Dan is doarbi] eewu i, zodat voor n > h seldt \——— n Al £ c., Hoenm die n—_—_I‘I1+

+ p, dan is \a \4 aN c? (VolledJ. L e 1nduct:x.e) ;)g, reeks 2_ a &, is wus

gemajorecrd met de roels > \aN\ P = lag \ 2 ¢, die convergeert. Dus
A 1 11 a
7 a, convergeert absoluut. Als lim inf l-—%ﬂ‘ > 1, dan is er een 1'32
z n .

Vx: v 1 en daaruit VOlét\ an\Z \%2”»

> 0 voor n > N . Dan kan echter niet lim a_ = 0 zijn, dus Z a_ is 4i-
mosco R n

te vinden zodat voor n ) N2 geldtl

vergaent. ' ;

e vevijzen nu, dat het criterium van d' Alembert zwakker is dan dat
van Csuchy, d.w.z. dat voor alle reekgen wacrvan de conver_ cntie met
d* Alemocrt ltan worden uanietoond, 4it ook met Cauvchy kan, en dat er
resksen zijn waarvo.r het wel nev Cauchy kan mascr niet met 4d'Alembert.
(21.12) Vogr een rij a, met alle a, A O geldt lim sup mé

£ lim sup}—-gil .
n A
Bewijs: Als lim sup) R B &, valt er nicts te bewijzen. Laat dus
a “n
lim sup 01 - v cen reeel setal zijn. Bij € > O iz den een N, te
n -
vinden, zodct voor n D Iv,] geldt} ?M < b o+ '2é « Hieruit volgt
a “n 1 - .1
N, +k S T e
icze indueticz), dus 1 o . R
&, 7 k‘ }a'N1+k} * N1+1{

Eb+ ;F;h:’:?-' « Het rechterlid van dczc betrekkingen nadert voor k-0 Lot
b+£%),

‘sr is dus cen N, te vinden zodat voor k > N, geldt

A%
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, ot g
Foum I = Hy + N,; voor n y W geldd dan M1/} a.nl<b +§¢, dus lim su {an;,gb.
Hievuit volgt ommiddellijk dat als van cen reckhs de coavergentic mct
d‘ Adcmbert ka n wordsn aangejoond, &1t ook mct avchy het geyvel ime
. ~n~(*1)f “:ﬁ:?:?jﬁ . - G

Weem nu dc reals 2 2 Hu is cn dit

nodert tob ; voor n— 00, dus volgens Cauchy convergscrt ée rechks abso-
) - N n+1 n+
g~ (n+1)-(-1) _ o 1H(=1)E - (1) 1

= =

even n e¢n 2 voor cven ne. et 4 Alombert kan niet Tot d. convergentie
von dezc rocls besloten wordcehi.
(21.13) Als voor ecn rij ay net alle an # 0 geldt, dat dc rlgl

en dit is'% voor on-

lwt. HMaor

.)
.‘

r

n+}

“n
convergeert, Gan converge.yt ook do r13y {en wel met dcezelide limict

als de ria& Rl

®

%5
Opgave 5. Bewijs (21.13) (op geuecl analoge wijze als (21.12)).
. M
(21.14) linyn=1
. h—=a® . .
Dit volgt direct uit (21.13) tocgepast op a, = 1.
Te laten nu a.n: voorbeclden zicn, det Cr convelgLnie en Gilver ente

’! s

reeksen bestuan vacrven lim sup }— 1. Den divergentcrecs van Geszc

[aa)
sooxrt is 2:1, czn absoluut cunvery entc is ) 1§ s TTont 15 =m%:~.;%:r
cn dit convergecyt nacr 1 voor n—s 00. n n" Vn Vm

Uit theowctisch oogzpunt verdicnt het eriterium van Couchy in alle
opzichicn de voorkeur boven dat vam d'iAlembert went in ¢e courstc placts
s het stevler en in de twee.e plaats heeit ket ook ccn mOuiere vorm,
—-ant bij Cauchy valt absdlube copver: cntie cn divorgscntic uviteen 1n de

sevallen ldinm sup < 1 en > 1, macy bij 4 aleabert kan pas bij lim inf > 1
tot diver ontie bosloten worden (zie nogmanls het voorbeeld gnéer (21.12)
~acr voor <o absolute convergente recks toch geldt lim sup| —— n+1 >1).
et nut van het criterium van d'Alembert is, dat het in vele Qvgllen

maklelijber toc tc posscn is en ons daardoor in Jc gevallen waarin het
werkt vack in - taat stelt dc conversentie metv minder mocite aan te to-
nene 40 zsien —¢ met . Alembert dirvect &t de reckslz:_%r (waarin n!
cedefinicerd wordt door 0! = 1 cn (n+1)! = (n+t)n!) convergoent is.

¢ kunnen nu ool recksen vun runcticsg beschouen z: T (x) en hicrvoor
er_entie cin wniforme convgryentie definiercn met be pulp van de rij
der partiele somcn Pn(x) = g; Ik(X). u volzt uwit (15.3) cen (21.1)
dircet dat het voloende criterium voor uniforme convergentie _eldtb:
(21.15) ion recks J_ fn(x) convorgeert Gan en slechis dan uniform als
bij iedere £ > 0 cen H te vinden is zodat voor n % I, p natuorlijk
en aglle x in d¢ definietieverzemeling geldt \.4» (x)\( € .

Het najorantencriterium necwt dc volgende aa\ﬂbo cans
(21,16) (i - criterium van 7eicrstrass): Als er ecn rij i, recle setal—
len cen cen M bestao. zodat voor n;) N vocr alle x in de dcfinitic ver-—

?J‘
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zemeling van f (x) geldt |f (x)t f <M, en ZM is convergent, dan con-
vergesrt fn(x) uniform.

mep mib ) NP
Bewiis: Voor n > N isj fk(y)} Z,fk(lx)i S 2:”” Mo

\z‘r\u

sen belangrijég speciaal geval van reeksen van functies vormen de
machitreeksen .;——:, anxn. Voor x = O zijn deze altijd convergent met
som ag. Passen we op een machtreeks het criteriuvm van Cauu ‘boe, dan
zien ve dzt absolute canverzentie optrecdt als 11m sup V la o= l...
= lim sup | x|\ Vm <T; en divcrgentie als lim sup E\Aan\ ) 1. 4ils .
lin sup Ve laf een rceel g.,ctal ig (dus niet + o’), dan is mekkelijk in te
zien, Gat llm sup ix \/ = {x{lim cup\/ | o ;. Als bovendien
lim sup \/§u la.14 0, denis d.u.: voor’:\.}( 1 dc machirecks abgo-

lim sup \Vla |

divergent. Als lim sup V\a t =0

1
lim sup \/(aﬂ
don is voor alle x ook lim zup | x\l/)' = 0, dus Ge machtreeks absoluwt
conversent voor alle x. als linm sup |Via_t A=t ®, dan is makkelijk in
te zien dat voor alle x A 0 ook lim sup | x} /ad + @ 4 dus de macht-
reels is alleen convergent voor X = 0 en divergent voor alle andere X

1 noemen en als we hierbij de afspraak maken
lim sup \mg

dat als lim sup‘\"/t“é—;ltz 0, R = + coen als lin sup\n/fé;(s + ®, R =0 is,
dan oldb:
(12.17) Gen machtreeks »_ 8y x® ig absoluut convergent voor\xi< R en
diverzent voorixi>y 2, nacrln 2 bepaald wordt door R = 1 ————
. 1lim sup \/Iaﬁ{

(I 'en noemt deze R de convergentiestraal van d e machtrecks).

Het gebied van absolute convergentie s dus het binnengebied van een
cirkel met straal R (mct als grensgevallen cen punt en het hele vliak).

1wt convergzent, voor [x| D

Az wme ma R =

Hoe de reeks zich gedraagt voorix| = 2 valt in het algemeen niet_te
zegsen. J¢ merken verder nog op, dat we, wegens (21.13), als llmf n+1§
bestaat, R ook kunncn bepalen wvit R = y 1
1iml-g~1i
. ;‘Ztn ,

Enkelc voorbeelden van machtrecksen: ;,;;ox y d¢ meetkundige reeks
R =1, voor \x\ = 1 is de recks divergent (de termen conve:rgeren nic 't
naar nul). %: ,f% s I = J—-—»z- = 1, voor {x| = 1 is de rccks

e lim
(n+1)2 n

A -

absoluut cdanve“vent, want > 5 convergeert. .
n
> ntx? R = .
e Iunnen ook machireeksen van de vorm _ a (}w'b)n beschouvwen. Het

convergentiegebied wordt dan bepaald door een cirke}. net straszl R cn
met middelpunt be (In het betoog vervange men x door x-b).

5[

’R=+m0
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Een machtreeks Z'an(x«h)n bepaclt cen functie A(x) = S:a (x—-b)
gedefiniecerd voor {x~bi< R, 7e beuwijzen cerst de continurtcit en daJna

de differenticerbaarheid van deze functic. A
{21.18) Als R de convergentiestraal is van 2. an(x«b)n en r cen reéel
getal waarvoor 0 L r < R, dan convergeert de machtrceks uniform voor
x-bl .7 ‘ : |
Bewiis s Voor'lx-btgr geldt [a (x-b) = la,\ lx-b1 Lla) r De
rechs “’%a }r convegecrt omdat r < R. Volgens “feicrstrass (21.16)
convcuﬁc,\.r'b T a (x—-'b)n dus uniform voor ix-b} < r.
'?aarschuwing de recks behoeft niet uvniform te convergercn voor
iX"bi < e
Opzave 96. Toon asn dat 3 x® niet uniform convergeert voor x| < 1.
(21 19) Als R de convergentiestraal is van — a (x—-b)n, dan is A(x) =
= = K (x-b)n, sedefiniecrd voor \x—b\ <R, ecen con‘tlnue functie.
_I}_E_):_::}._;L_ e bewijzen de continuiteit in eeun punt ¢ met je-bl <R, Kies
een recel zetal r, zodat {c-bl < r « R is en beschouw de functie eerst
allecnvoor tx~—b\\< r. Daar de machitreeks den uniform convergent is en de
partidle sommen als polynomen conbinu zijn, is dus A(x) ook continu
in c. Laar dan is A(x) ook contimu in ¢ als i(x) voor alle x met {x—~b[<R
gedefinieerd is, Men kieze nels in de £ - O - definitie de § in ieder
geval < r -|e-bl, dan geldt voor |x-c| < ¥ zeker }x-big<lx-cl + \e-bicr-
- je~b}] + le=b| = .
Om differ en‘hleerbaa -heid te b»mazcn, willen we (20.1) toepassen.
De rij functies is dan fn(x).;;: ah(x—b)k. Deze convergeert zeker

voor x = 0. Mu is £' (x) = Zx kak(x-b)k -1 Z , (tl)a 1(x—b) . Tu

zijn di%t weer particle sommen van een machtreeks. Laat de convergentie—~
straal ven deze machtreeks Ry zijn, dan is a(x) = 2’. (k+1)ay 4 (x~b)k

sedefinieerd voor (x-bi < R,. Laat R1 > 0 zijne. K:Les eecn reeel getal
r met 0 <r < Ry, dan is voor ix-bl £ r de machtreeks die g(x) bepzalt
uniform convergent. e mogen dus (20.1) toepassen en vinden dat voor

}J;-;bci < r geldt day £ (x) convergent is, en a—%{- Z k(;;;—-b)k

= 5{::0 (k+1)ak+1(x—b) , dus dat dc recks termsgewijs gediffercnticerd
mag worden. Daar dit voor iedere r < R, geldt, is f (::) convergent
voor Ix-b}< Ry duw.z. voOr dc convergentiestraal R van X a (x—b)n
zcldt R }/11.1 (dit geldt uwiteraard ook voor Ry = 0). Verder kan men
on analoge wijze als in het bewijs van (21.19) inzien dat dc-termsge-
mijze differcntieerbaarheid geldt voor alle x met {x-bl < Ry

“Je bewijzgen nu nog dat R = u1, Daar we al weten dat R > R,], is het
voldoende &an te tonen dat 1 K R4y deveze lim sup \/”—- 2
> lim swp \/(n+1; ta .4« Als lim sup \/}a | =+ w, valt er niets te
bewijzen. Stel dus 11m sup Vja_ | A= (ecen re:al getal > 0). Bij &) 0
is er dan een N; %e vinden, zodat voor n > N, geldt \Aaﬂ! <o + §~




: ) = , S 5
Voor n )>1\I1 gclat dqn &/kn+1) \a = .
+1

o1 A a+1l ) n < Vot (ot -) "H | Dit laatste nodert tot b+ %

VoOT N P ® , immers dat1£i§ \/h+1 1 bewia '+ mcn anhloo§ alg (21, 14)-,”"
Zr ig dus een N, zodel voor ﬁd>'N2 Zeldt Vnri(b + —) 'tr2< b+ £ . Voor
;>m x(k ,N ) geldt dus \g(n+1))a i <b+ £+ Doarmoc igs lim suph/(nﬁ?){

n+11

n+1
{ b bvvuzen en de volgende stelling verkrogen:
(21 20) Als R do COHVC*bGﬁtleouraul is van_de machtresks ;f°a (x—-h)n |
den is voor |x-bl < R de functie A(x) = ;;; n(x-b)n een dlf;erontlccr~

bare functic, waarvan de afgeleide de fwactie ZZ'(n+1) +1(.‘,.«-’o)
behorendc bij de machtreeks, die uit de OOrspronkellgke muchbreeks
ontgtaat door wermsgewijze dlfldﬁntl““en. De la.tste machitrecks heeft
ool convergentiestraal R. )

Het spreekt vangelf, dut men op de afgelelide weer dczelide stel-
ling kan toepassen en aldus verkrijgen, dat dc door cen machirecks
voorgesielde functie w1llokeu;1b vagk dlfferuntaeoroaﬂ“ ig binnen z13n
convergenticoirkel met als nS afgeleide A n)(A) Lh%ﬂl, 8 4n x—b) .
AMs we afspreken, det dc nuldc aigeleide van cen fuﬂCle »clijk is aan
de functie zcelf, don geldt deze formule ook voor n = O, \

e merken nog op dat —e ons eigenlijk het bewijs va. (21.19) hadden
kunnen besparcn, omdat (21. 19) d¢ircet uit (21.20) volgt.

Q”QZ Bercken Z: n(n+1)(n+2) {eanaloog mct de rceks 2:5(3377 ).

» =/

nt)2
Opgave 98. Bepaal de convergentiestralen van 2: == ,‘Ej %55}7 <%

Opgave 99. Bewijs dat ecen reeks met reele ter rmen 2 O dan cn slechts
dan convergent is als de rij der particle sommen begrensd is en dat als
Lij nicy convergent is, hij eigenlijk divergent ise.

§22 Reckscn van Taylor,
—e willen probercn con funciie £(x) als cen nachtreoLs Ifqn(x—b)n
te schrijven, Te weten al, dat als dat kan, dus (x) = ,§; n(x—b)n
a2
er ”eldt :(n) (x) ;?f Qﬁﬂ%lé ak+n(x~b)h, adus f(n)(b) = nla , dus
£(x) = Z mi-)« (x-b)E,

Als hcu uus mogelijk zal blijken ecn bepaalde functie als cen macht-
recks ve schrijven, dan zal het in dic gedacnte moeten zijne.

(22.1) Stel £(x) gedefinicerd or c.onm comvexe verzameling, ian de omge-
ving van ecn puntd (n-1) maal dlLIG“ ﬁ 1ccrbuar en in b n maal diffe-
renticorbaar. Dan geldtd £(x) = 2: f (x— b)k + (x~ b)n<5 (x=3b).

- Bewijs: Te passen volledige 1nduc»10 naar n toc. Voor n = 1 komt
er dc goewone differentiecrbacrheidsvoorwacrde (17.1). Stel de betrek—
king beemon voor n, dan geldt flat de afzeleide van £{x) -



+ (x-0)™ £ (x> ).
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wer (k) (k) B
- £ ~ b Exrbgk zelijk is aan £7(x) - %?: g—ETikl k(x~b)k L.
. o (k1 ; =t ®
= £%(x) - Z;oﬁnmwFTihl x—b) .o volgens inductieveronderstelling toe-
gepest op £'(x) is dat :fJ11k awn (x-‘b)n £ (x ~ b), Fu is cchter
£(x) - . x—b) n
volgens (17.18) feo TET &£ sup € -p) ‘f ( &> b)t<
x-Db §tusson
b Cn'wic/ h(};) b X
¢ x| B sun ‘é: (%*7 u)l dus f(x) = Z £77(b) (x-b)* +
N i
tussen Kr o k!
b en x

—¢ nocmen nu f(x) - Z —-—-—-—_-L)-(x b)k =2 (A) ds n% restvtorm van £(x)
in b. Eoud nu x vast en ve: mnﬁ»rgwl dat I( r") gedefiniecrd cn n maal
diffc enticcerbanr is in a11”c punu;n tusscn b en x. Dan is de functie

metuals variabele: £(x) -~ 2

tussen 2 en x ¢n de

puded} (k’f"i) et ( ) 1. .ﬂ(n) . .
£ u -1 u n-1
v i.—-—-—-(—l(xuu) + - ——Y—i—-—)- k("{ )h = - ﬁ—ﬂ;_i,{y% (X"‘U.) .
}?us ha_wog {17.18) %toc dan komt cr{-m (x)|< ?I;:N! sup |x ~&| n-1(f(n)(5,
g"gussen
cn X

e u)(x u)‘{ differenticerbacr voor u

Kzo |
afgeleide is

Dit hect de regtschatting van Caucky. Deze is nog in e.n iets andere

gedaante te brongen door te schrijven é =Vx + (1-ﬁ)b

mat 0 £ 29< 1, don

= b+t9'(§~'b)
ie = = & = (1- ) (x-b), aws|R(x)) & By

S (1~ 27)1'1”? lf(n)(b+ Yx-v)) ] .

Voor redle functics kan men door in placts van (17.18) de middelwaardo-
stelling van dc differcntiaalrckening toe tc passcn icts mecr krijgen,
nel. Rn(x) =
hoeft £( ﬁ)inde pun‘ten b en x slcchts (n-1) macl diffcrcntieerbaar tc
zijn, mits de (n-1)® afgeleiden daar continu zijn.

(22.2) (Regtschattingssiclling van Cauchy ): Als cen functic £(£)

(1- ﬂ)an(n)(b+ Y (x-b)) met 0 < ¢ < 4. Hiervoor

gedefinieerd is in allc puntcn gelegen tussen twee ge_cven punten
b en x en n mﬂ"l diferenticerbaar is cn 2 (x) wordt gedofiniecrd door
=l £ (D) k
f(x) = ;: T {x-b)"+R (X) dan geldtb
=@

0l < R

en li

n~1

){ \< (n——‘l)

usscn
b en x

5sup(>t ~¢) a1 (0 gy

sup (1-)1 1lf(‘1)(b+ 3\(1{*‘0))}
o€ 9%

;’-'\i
i

s #(5) coen re¥le functie is, ged&finice:d op [b,x] en (n-1) maal con—

“Yinu diffe:r

-nticerb

arr ¢n op (b,x) n meal diffcrontiecerbaar en R, (x)

mordt gedefinicord als boven, dan is er con redle P met 0 < < q
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. 0 i |
zodat R _(x) = (x=b)_ (1—-3‘)n 1f(r‘o(‘m- 9(}(—‘0)).
. (n-1)! |
. Om ecn andere restschabting te krijgen passen we (17.22) toe met

teller f(x)-éi%:‘,l-l(x—u)ken noemer {x-u)?, weer met u als veranderlijke.
Voor u tussen en.x ig ait inderdaad cen eeneenduidige functie die
tusscupunten in tussenpunten overvoert: stel u = Av + (1~ A)x,' dan is
x-u = A {(x-b) en (x-u)? = ’/\n(x—b)n = A%(x-p)2 + (1- ;\n)O; als v =
=Hb + (1~ M)x en (x=0)® = (x~-v)?, dan is AR x-p)" =/“n(x-b)n, dus

/ n o /u.n (voor x = b valt er niets te bewijzen; we mogen dus X £Ab
veronderstellen) en A= /u., dus u = v. Da afgeleide van (x-u)? is
~n(x-0)™71 en ait is £ O voor u £ X. Te moeten zorgen dat u £ x; daar-
toe nemen we een hulppunt y gelegen tussen b en x en passen nu op het
lijnstuk tussen b en y (17.22) toe:

ot p(k)
_ T —VE R (=)
£(x) %:_o—-ﬁﬁ (x=y) Rn(*c}.< o f) £y [y £yn-1 i

(2=p)0 = (x=0)B et FESPIRN R Skl

e [fWCE = L osw [ ],
€tussen tussen
b eny b en x
De breuk in het linkerlid is ecn continue fuactic van y. Door y ot

X te laten naderen vindt men
_w[n
|7 (0] < Pl o (D).

n: §tussen
: b en x n .
Een anderc vorm hiervan is(Rﬂ(x)“ < X=bj ., sstgslff(n)(b+ 3)(x-b))f»
Dit heet de restschatiing van lagrange. Voor ech redle functie £{x)
X | pet (k) (z-w)"R (%)
beschouwen we £(x) - %: f——-k-;ill-)- (x—u)k - % ’;ln « Deze is nul
=0 : X~b

voor U = b en voor u = X. Verder is de functie differentieerbaar met

n-1
] ey - - a(x-u)™ 'R _(x)
afgeleide -~ ‘ n——1u. (x—u)n,“ + TR a « Volgens de stelling
van Rollc is deze afgeleids nul voor een é tussen b en x en wel

n
£ =v+ HNxvy met 0 < D <1; ait goert R (x) = LR 2 (®) (hy Gy )
. n!

(22.3) (Restschattingsstelling van Lagrange): Als cen functic f(é) ge-
definiecerd is in alle punten gelegen tussen twee gegeven punten b en x

cn n maal differentieerbaar is en Rn(x) wordt gedefiniecrd als in (22.2) »
dan geldt

|r0] < b—‘-;—%"-‘f&; sup |22 ¢

; tussen
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en ’u (V)! ~§:h-~ . s’ {f(n)(b+49(Xrb))l-
n! oLyt

Als f<€) een recle functie is, gedefinieerd op [b,g} en (n-1) maal
continu diffaerntiecsrbaar en op(b,x) n masl diffecnticcrbaar en Rn(x)
wordt gedefiniccrd als boven, dan is or ecn recle S‘met 0 << {9‘<Z1

zodat n . :
R (x) = =07 () (py A )

aen recks z:ﬁigiééﬁl {(x-b)" heet een recks van Taylor; als b = 0
ook receks van liac Laﬁrin. '

Als f(x) willekcurig vaak differcntieerbaar is, is Rn(x) caefini-
ccrd voor alle n. Als nu voor ecn Waarde van x geldt 1im T (x) = 0,dan

hecft dat voor die x tot gevolg f(x)= 41_ ——w—iwl(x-b)k dus f(x) is

k:b
door een machtreeks voorgesteld. Om 11m R (x) 0 te bewljzen kunnen

dec bovenstaande restschattingen soms éOCdu dicnsten bewijzen.

Necm als voorbeeld £(x) = e®, dan is ook f(L)(k) = o® en de recks
Sot k
van iiac Laurin geeit e = 2;,%} + Rn(x) en volgens Lagrai..e is Rn(x)=

-v-n rf)\:{ . £:0

ﬁT e « Mu is voor vaste x in icder goeval e x begrensd en verder

ja}

lim ET = 0, dus le R (x) = 0, dus
nroo 1 2 3 4

X *c Xy X X X ‘
(2204—) < = 5’ 1 +1 + 2 +‘3“+2 Taee
Speciaal is 1
o = R R T S
e = =1+ 1+ 5+ gt oop fees

f=D
~aarschwing. Opdat ccn functie door zijn reeks van Taylor voorge-

steld wordt, is het nict voldocnde, dat deze recks convergeert; we
gullen daar binnenkort cen tegenvoorbield van behandelen. ALg we echior
jm I(v{‘()k ()

/gZunnén amntonen, dan bewijzen we daarmce tegelijkortijd, dat de secks
convergeert ¢n dat hij dc functic voorstclt.

Opgave 100. Bepaal de reecksen van HMachLaurin van sin x en cof§ x en be-
wijs dat deze de funeties voorsicellan.

Opgeve 101. Bepacl de recks van Mac Laurin van ?éi . Voor welke waar—

denvan x stelt deze de funotie Woor?

§23. Do _sbellingen van l'Hospital. 7
(23 1) Als £(x) en g(x) dlfzerunt%ccrbacr zijn in a ¢n £(a) = gla) =
n g'(a) ﬁ 0, dan is lim fx) _ £ (2) (Dit betekent lim ﬁ%~% bestaat

glx) ~ g'(a glx
é; " Analoow 1n het vervolg X

Beyijs: Neem cen rij x £ a mct 11m x, = a, dan 1s f'(a) =
J.!é}i Edad i

] n elx,) a
= 1lim —g@)lim —2— . Omdat g¢'(a) £ 0, is g'(a
Rog *n” new XpTa

i G2

n

©




:E(x )
-3a, o f(x)
,&’ﬁ,m 1in grey -

o rie 520 - 545
Sx-)o;, g\x

(23.2) 4ls f(**) en g(&) gcdefinicerd zijn op een convexe verzameling
dic a bevat en (n—-1) maal diffcrenticerbasr en in a bovendien n meal

differcnticerbaar, £(5)(a) = g(k)(a) = 0 voor 0 <k n-1 en g™ (a)t 0,

dan is l:Lm f%}}g f<n)(a)

g™ (a) . :
~(n
Bewijs: Uit (22.1) volygt f(x) = ____3_§_&}), (x~a)® + (x-a)" €4 (x —-aa)

: ,(n) -
en g(x) = 9-—;,1-;-&9)- (x~-a)® + (x-a)? £2(X-i a), dus ILx

(X
L2y 1 £ (xse) . #(0) (o ,
= €9) en dit n«dert tot 'Trvg—l VOOY X —» S
g "/(a) + n! & ,(x—a) g "’ (a)

‘Voorbeeld: f(x) = x2, g(x) = -1 + x + e"x, dus £(0) = g(0) =
Hu is £'(x) = 2x, g'(x) = 1-e ~ , dus £'(0) = g'(0) *Oa Tenslotte is

f(x) =2, g"(x) = e =, dus g"(0) =1 £ 0, dus lim = 2.
: X306 -1 +x + e >~

(23.3) sls f(x) en g(x) reSle differ.ntieerbare functies zijn gedefi-~
niecrd op ecn interval met uitzondering van ecn pum; a, llm .L(X)

= 1im g{x) = 0 en linm —TH bestaat, dan is im = lim LF{"} .
x> X>& z‘(%‘; ,\X «g PR
Bewijs: Noem lim =it = K en F(x) = £(x) - Kg(x), dan is F'(x) =
CWi m Xe&m ( ) ( ) g( ): ( ) |
_ Tt x) _ £(x) F‘(Xl £fr{x) _ P (x) _
=21 (x) -~ Eg'(x), Ey =2 ~ % g(xy =g ixy C L oem lim ey = O

egens het bestaan van deze limiet is er cen omgevihg van a waar

g'(x) £ 0; voor dc punten x > a, is in die omgeving g(x) dan ecn
seneenduidige functie, die dus streng monotoon is. In die omgeving mo-
gen we voor twee punten x en y (y < x) beide >a (17.22) toepassen:

'F(xg—zagx}} < £ pr( € - ) |
l'g"("x —Zly Sup g ; < sup ""E’—}ﬁ « Laat nu y tot a naderen,

EWSSbn

p T

dan komt er . . Hetzelfde kunnen we bewijzon voor

3‘38
X <a.‘ Bij ¢ > 0 is c.n o1> 0 zodat voor ]x—-a] < 01 geldt ;—-—%—;—l
£
<2. Kies nu S"f 5 en verder zo klein dat voor |x-al<dgeldt g'(x) £ O.
Dan is voor |x—a <¢l\ pok’—H’< < & , dus lim ?—%—g- 0, dus
X3a®
lim f XL = x.
X»>a &\X

Voorbeeld: £(x) = eF sin (1og x) -1, g(x) = \[x gudeflm_\,erd voor
x >70, ijf% T(x) = liné) glx) =0, £'(x) = X sin (log x) {s:.n (log x) +
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| | CRRE £ S |
oo os 9], 600 = s 1 B 1 g 20T 5 0 O
a{sin (log x) + cos(log x)} = 0, dus }&% £ Y =1 - o
‘ - X

Br is een sterke analogie tusscen (22.1) en (23.3);.in de veronderstel-
lingen zit echter een essenticel verschil: in (23.1) wordt differcntieer:
baarheid in a verondersteld, maar nict daarbuiten, in (23.3) wordt
- juist differcnticerbaarheid buiten a verondersteld, en niet in =a.
(23.4) As £(x) en g(x) re¥le differenticerbare functies zijn gedefi-
nieerd op een interval met uitzondering van een punt a, n meal diffe-
rentieerbaar, lim f(k)(x) llm g(k)(x) =0 voor 0 X k< n-1en

(n) A=20 n
lim gTMTL"l“ bestaat, dan is llm —%—% i(ﬁygél
X>a gt () X>a BLX X9@g (x)

Bewijs: e passcn volledige inductie naar n toe. Voor n = 1 krijgen
we (23.3). Laat de stelling voor n bewezen zijn, dan mo:sten ve haar
voor n+1 bewijzen. ?e)kunnen dan (23.3) toepa?sen)cp f(n)(X) en g(n)(x

n n+1
en vinden dat 1im £r—7£§l bestaat en = lim ETE"T7£§1 . Volgens induc-
x4 g i (x) X>a g (x)

(n)
tleveronaerstelllng begtaat dan ook l1lim £%§% enalim £r—7£~l s dus
PEYNALS X3 a (x)

T(x £(n+1)
1 i - e

e kunnen nog opmerken, dat uit dec gegevens van (23.4) en uit (19.6)
dircet volgt, dat, als we f(a) = g(a) = 0 stellen, £(x) en g(x) in a
(n-2) masl differuntieerbaar zijn.

De tot nu toe in deze paragraaf behandelde stellingen waren van het
type % ; z¢ gingen over de grenswaarde waartoe een quotidnt van {twec
functies nadert, als beide in het kritiske punt nmvl worden. Nu gevén
we nog een stelling van het type%%f
(23.5) Als f(x) en g(x) re&le differentieccrbare functies zijn gedefi~

nieerd op een i?terval met uitzondcrif van een pu?t a, lim tb(x)‘ = |
I X fi(x X2
+ @ en lim -%—T bestaat, dan is 1im = lim .
" X3a 8' X Xs>a 8LX x>a 8 (X |

Bewijss: e beginnen het bewijs gcheel analoog als dat van (23.3) en .
vinden dat binnen ecn zekerc omgeving van a (voor [x—al < <91) en voor

—— '1‘\ [
x >y>aof x{y<a geldtj?i - F £.sup '( en Gaaruit weer
\%uss gl
“a en x

P(x) - ¥(y) Q - ek s e _
}g(x) =59 < % . e houden mu x vast &n laten y varidren, dan geldt

F(x)
P(x) - F(y) giz gf 5 R i o
g(x) = aly) = g ~ 3 en dit is begrensd, macr dan is in een om-

geving van a ook I begrensd omdat 11m}’(y)( = + . Maar
gLy I

= —{l% F(x) E%z% g(x) L |
- 8\y glx) - g(y) = 67 W= e M dus dit nadert-
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tot aul als y ~»a. Lr is dus een & 5 >0 zodat voor | y-a | < © o geldt

T 1 F e . . o i
z—%-%“&'% -%LH( 5 « Voor | y-a|< min u., )gz) geldt dus ]ﬁ}(i
dus lim %%~} 0, dus 11m ;%5% = lim g;%%% .

A= = wra S N

Ook Jdeze sbelling aouuen we Uvnnen witbreiden door er hogere afge-
leiden in te betrekken; we gaan daar niet nader op in. Verder merken i
we 105 op, dat de veronderstelling llm f(x)\ =+ 0, dic we in (23.5)
zouden vervachten, blijkbaar over OGCo.lt, 1.3.

e proberen 1&“ x.log x te bepalen., ¢ zouden het Lhunnen proberen
door £(x) = x en é,(X) 1 te stellen (dat geelt Liet geval O ).

lo;-_; X o
Maar dan is f1(x) =1 en g'(x) = - L~2—» s dus -*1-8% = - X 1og Xy
x log®x &
dus dait helpt niets (ook niet met hogere afgeleiden). Beter gaat het
als e :C(*c) log x en g(x) = 31-{- '"tellen (dus bet geval --—), dau is
fr(x) = loengi(x) = -12-, dus 2, ; = - x, dus:
(23.6) 1\3‘.% x log x = O.X ‘
Vervanzt men hierin x door :; dan is voor y=r + @ weer xV O en
x log x = 1 log l__dogy . Dus lim L0B X _ Q. Vervangt men hierin x
A v v v K> % log x log v~
QOGPZ)T (% > 0), dan is Voor y >+ ® 00k X—> + @ en =3 - D;’ =
=X -9-?;"1 . e vinden dus: y
(23.7) l:un -—9-‘3—;- 0 voor X > O. n
log x)« -

Teg ens 13_m X * = 0 volgt hieruit lim = 0. Vﬁrvannb men

X O { W7+ D 1 \.
hierin x deor ey en ok door x dan is voor y —>+ ook x>+ 0o on ﬁ__o_h_x

5 ad
L_Q..a,.fi_). % « Dus we vinden:
e

x |
( 23 ® 8) 1lm "'X""' = O-
Xl e

De beperking tot X » O.is hier niet nodigz, want voor AL 0O is het
evident. De stellingen (23.7) en (23.8) zijn zeer belanzgrijk. Ze zijn
als volzt onder woorden te brengen: Voor onbegrensd stijgende positie-
ve ¥ "wint® e* het op de duvur van iedere nog zo grote macht van x en
vyerliest" log x het op den duur van iedere nog zo kleine positieve
nacht van X. ’

Te kunnen het onderzoek van lim i

£ (eriu @ evenzo) tLerugbrengen

1 X-~opor BV} ¢
tot x -2 0 door x door -5; te vervangen en (1 voor y ¥ O tc behande-
g —
y av
len mot 1'Hospital. Daar echier = f( 7 = * (:z) en "'" °‘( )

dy

- 5—-—%—— is hun quo“ci'e’n’c eenvoudig £ 1 Te hoeven de overgang naar
y 8'(3}‘)
Tr{x

y dus helemaal niet te maken en kunnen eenvoudig lim ~~ nemen. %o
X=»roogt (x)
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1

vinden we b.v. reahtstreeks lim ;9h- mat = E"'Q VOoOor X <+ 0.

K - 1
prave 102. Beschouw de functie f(x) gedefinicerd door £(x) = e _2 voor

o S e

regle x A 04en £(0) = 0. Bewiis dat voor x #£ O geldt f(n)(x) =

P (x)e 2
= i 3R , waarin P _(x) een polynoom voorstelt. Bewijs dat £(x)

¥

ook in. 0 willekeurig vaak differentieerbaar is en daat f(“)(o) = 0 voor
allc n, Bewijs dat de recks van Mac Leurin van £(x) voor alle x conver-
gent is, maar gllecn voor x = O de functie voorsteldt.,

VEEDE- Yaix Sexex !
Opgave 103, Bercken linm = (a recel> 0) en lim £¥item— o

Opsave 104, Los opgave 93 nogmaals op, ditmaal met Jebruikmaking van
1'Hospital.

§ 24 . Haxima en minima.

(24.1) idls £(x) een reéle Tunctie ig, gedefinieerd op een interval,
(2n-1) maal differcnticerbaar, en ir o 2n maal diffcrcnticerbaar, f(k)(a)
= 0 voor /< k ¢ 2n-1 en f(zn)(q) # 0, don heeft £(x) in a eon relatief .
minimom (reep. relatief maximum), ais £ 2nl(gy > 0 (resp.,i(zn)(a) < 0).

Dewiise Volgens (22.1) is £(x) - f(a) i(zn)’ a) F=2 - +

2n) i
W2
+ (x-a)®" L(x = a) = (x-2)2R { zﬁ(;%%%l

kleine omgeving van a, dat ft (2> a)f<f

i

+
L2

gx ->a)' , Kies een zo

glen) Z

il ”T@'ﬁg'!L dan heeft daar
5~T§E§T)+ ¢(x—a) hetzelfde token als f(en)(a) langezien bovendioen

{x=a) n;>o voor x 4 a, hceft daar £(x)=f(a) voor = £ a ook h.tuclide tow
Lon uls 7028 (a), wecaruit de bewering van de stelling direct volg

(24.2) als £(x) cen rcile funectie is, gedefiniecrd op een interval, 2n
naz2l differcntiscrbaar, c¢n in a (2n+1) maal differcntiecrbaar, f (k)(a)a
= 0 voor 1{ k { 2n ¢n f(2n+1)(a) £ 0, dan is £(x) in a

stijzend (resp. dalend), als ans) iy g %r%n s\entligy ¢ 0).
oy an+1 ‘
Bewijs: u reldt £(x)-f(a) = (w-a)® 1+1§HCT”“1“ﬁ“) + = (x >a)k .

t..&}'*”’ Vs
Hiocrmeo redencren we op ancloge wijsc verder als i (24.1), alloen is

nu (x=a)?™*1 > 0 voor x ) & vn £ 0 voor x < a.

Opzave. 105. Ga het gedrag in het punt 1 na van de {vneties x3—3x+3 en
y4—6x +G+1 .

POl

§ 25, s _oxponentiéle, goniometrigche cn logarithuische functiics.
"¢ _hebben o* gedefinieerd voor recle x cn bewczon dat daarveoor geldt

%)
LT d "\f
¢ = f{ « Deze reeks convergeert cchicr voor allce complexe x. o de-
e ;_') 11!
LR A x 4{ , wln -
finicrcn ma e™ voor complexe x door o™ S « In dc functictheorie
*xu»)

wordt bowczen, dat dit de enige voor compluxe x gedcfinieerde functic
i, die differenticcrhaar ig, en voor roele x met e* overeeastemt. To
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gschrijven nu een complcxo vprunderlmgko met de letter z en noemen: a%z =X,
7& y, dvs z = X + 1y. ‘

Om dc afgeleide van e tv bepalen gogun v, denreeks te Wmsgewijs diffg;
| rontleren, we vindcn dan E:(n+1) Th+f7“ ZZ o1 » dus:

(25.1) 5;~ = e”,

De afgeleide van %% ig mul, dus dcze functie is conatant; door
z=0.%e substitueren vinden we dat deze constante = 1 is, dus:

2

(2502) eze"u = 10

- . . Z - 1

Hieruit volgt dat ¢® £ O voor alle z cn ¢ 2 - e

; X P _
(25.3) Als ©(z) gedefinicerd ig op ccn convexe verzomeling, differen-
ticerbaar is, en £'(z) = £(z), dan is f(z) = ce”, .

Cprave 106 Bewijs (25.3) (Beschouw de functie e 2£(z)),
e kunncn dit toepassen op de functie gZ¥e

s want hicrvan is de afge-

leide 73, Door =z = 0 te subsititueren vinden we dai de constante e is,

[ Zu P

1772 Lo 1e 2,  w X

de toegevoegzd comrlﬁ"c van z is, is e? = Z_ - lim T &= =
Paded ex n oz = 2o R T T =T =

m —i,,-\—-——-- — g BReake - -:)Axn.
s z- & gk _ - Z]_ \/fz Z /.2 & _\[ZFE _
= 11 b T = g }-{-r o.&)l-t gf»blt e I e e = e e = e =

.Mr. . ,‘-fr
Vg?“.z 3“, omdat e® > 0 voor alle recle x. Dus:

Hierult volgt dat als z zuiver imaginair is: 7 = iy, leiyl= e = 1o
Megemeen is e? = oX 1Y o oX1Y o |e? | &7, ‘
BeschouWen we e® als een afbeelding van het complexe viak in het
complexe vlak, dan worden lijnen evenwijdig met de Y—-as (x is constant)
blijkb@ar efgebeeld op stralen door de ocorsprong U, gaande door het
punt ety op dc ecnheidscirkel (de cirkel met strasl 1 en middelpunt in
0) en lijnen evenwijdig met de X-as (y is constant) in cirkels met mid~'
delpunt in O en stralen e*. De afbe clding zal dus geheel bepaald zijn,
als we vastgesteld hebben hoe door le de recle y in de eenheidsgcirkel
vrorden afgebeeld. Dit gamn we nu onderzoeken. Er docn zich daarblj twee
vragen voor:
19 1Is do afbeelding eencenduidig? Het antwoord luidt: neen. .“
2% 15 de afbeclding conlafbeclding op de coerhoidseirkel? Het antweord: je
me voeren nu twee hulpfunctics in , die we sin z en cos z hoemen.
In het voorafgaande dcel van deze cursus hebben we deze functies al be-
schouwd, ontleend aan de meetkunde. Van deze beschouwingen zullen wye
in het vervolg geen gebruik meer maken. Voor het afleiden ven eigen—
schappen van deze functies mogen we nu geen heroep mecr doen ¢p aan de
meetkunde ontleende kennis ombtrent deze funoeties. We definiéren:

cosS z = -;-(eiz + e %) en sin z = gf(ela - ¢7*%), Eieruit volgen nu ge-

makkelijk de volgende eigenschappon:

3

-l
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(25.6) sin®z + cos’z = 1. ‘ \
(25.7) sin (zi+z2) = sin z, c0s 2z, + cos z, s8in Zy,

I

cos (z1+z2)

; cos 7z, COS 2, - gin z1usin Zoe
(2548) sin (~z) = - sin z, cos (-

Z) = COS Ze
(25.,9) sin z4 + sin 2z, = 2 sin % gz1 + zo) cos %1(2 —22),
cos zy + cOS z, = 2 cos §1(z1 2) cos -2-1(21 z2),
cos z, - €08 Z, = - 2 sin 3 (z1+z ) sin 5 (21-z2).
(25.10) Qnﬁ%ﬁ_é = COS #, Q_gg%_g = - gin z.

(25.11) e*® = cog z + i sin z (formule van Zuler).
Opgave 107. Bewijs (25.6) tot en met (25.711). .
Als z reéel is, zijn sin z en cos z ook reéel, omdat dan e*?% en

=12 $oegevoegd complex zijn en cos y = Be’’, siny = J e, voor
iz

reele z geeft de formule van Iuler juist de splitsing van s in reeel
s e

en imaginair deel. ig aﬂ{lzln 2 .nn iz
Verder geldt voor willekeurige z, e = §: oo ene =

T ()RR ; (20328 " o Blon

= Y HLE ) qus oiieE < o SE"T?"T*‘ zg\;%ﬂnem_em
1 2 -1) "z

= 2 Z5 T = 21 E; (2n+1)7 en hieruit volgt dircet:

o

o

2n 2
(25 12) 0082&2%:1-%+—§T—%+...,

L _ ov ( 1)11 2n+1 _ 23 25 Z
sin'z =3 “omT =2~ % * 120 ~ 5040 *oo- -

Noem de verzameling der regle getallen y, waarvoor eiy = 1 geldt,

L . Den 48 0 ¢ L. Als y & L, den ook ny € L voor gehele n. Dit bewijst
men VvVoor natuurligke n met volledige inductie en voor negatieve n = -m
met behulp van e Y o —%ﬁ§ + Verder is T gemlokten in de reele getal-
fon Stel m e o iy | Hm iy
=1j%9§592?%‘n'1' een vij y, & L met 1lim ¥y =7 dan is e = ST =
dus y & L. Verder kan 0 geen verdlchtlncspunt vanr I zijne Stel n.l, een
rij ¥, eiyL met Ty £ O voor alle n en liwm Ypq = 0, Cax is- 0 = ~

de
eyn <dy)
Als er dus een v A0 in T is, dan is er ook een positieve vy € L (me%
y is ook -y € L), en de onderste grens van de verzameling der positieve
y€ L kan niet nul zijn (omdat nul .geer verdichtingspunt van I is), dus
is een positief getal, dat een minimum is (om@at I gesloten is). Als
er dus een y £ 0 in L is, is er ook een kleinste pogitief getal in L.

Te gullen nu bewijzen, dat er inderdaad een y £ O in L bestaat. Daar—
toe beschouwen we cos X voor reele X. Dit is een re€le continue functie.
Fu nemen we in de reeks die cog x bepaalt telkens twee opeenvolgende
termen bij elkaar (dlt is geoorloofd wegens (21.5)) en vinden cos x =

'1-*'2 -1 -—1+Z{ )2n14n—-2+(_‘1)2nx4n'%=:
ZEn?’ - (4n-2)! - (4n)! |

“»x}

= (ieY)

= 1lim o=1s hetgeen rcun tegenspraak geeft,

y=0 = ¥=
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= LAn-2 ) ,
= 1i—-’wz1 ?-CTW {(4&1)4n—~x?‘} « Als nu 0 < x <3, dan bestaat, wegens

(4n-1)4n 212 voor alle nétuurli,jke n, de laatste reeks geheel uit po-
sitieve termen, wasaruit volgt da't de som groter is dzn een partlele

3 | 5
-sem. Daaruit volgt: cos x < 1~ —-—1-~J 12— XZ;.. 1- -’5—- + ?-C-I « Vullen we hier-
in voor x de waarde.1,6 im, dan vinden we cos (1,6) & =0,00693 ¢4, < o,
Verder is cos. 0 = 1. Er is dus een positief reeel getal x gelegen tus-
sen O en 1,6 waarvoor cos x = O. .
Opgave 108, Bewijs, dat de kleinste positieve x, waarvoor cos X.= 0,
tussen 1,4 en 1,6 ligt. (Neem.in de reeks op een andere wlgze twee op—
eenvolgende ‘bermen bij elkaar).

Voor de x, waarvoor cos X = 0, geldt elX 4 71X | 0, qus 2% - 1,
dus e4l-.}; =1, dus 4x €& L. Daarmee is het bestaan van een y A0in L
bewezen.

e noemen nu de helft van de kleinste y waarvoor y € L is jT , dan
is 27 1. 1, stel nu eV = 1 en bepaal hot gehele getal n zodat m <
--‘Y-<n+1 dan is 27T ng y < 279 (n+1), dus O L y=2 7 n < 27 « Verder
is 1——ely ? T n eily-27mn) _ 1(3’_0 3\ n). Omdat 2 T d< kleinste
positieve X is waarvoor i - 1, is dus y = 27 n. L bestaat dus uit
élle geheie veelvouden van 277 . Als nu voor willekeurige complexe

24 22 o BoTRy :
z, en zz'geld’c e =¢e %, dan im e =1, dus z,ﬁ--z,l =277 ni, dus

Z, = %, + 277 in. Omgekeerd is steeds eZ"'QTTl = e%e” L = e?, Deze
2 1 v

laatste eigenschap drukken we uit door te zeggen dat e? de periode
2 [T i heeft. (In het algemeen heeft £(z) de periods (wals geldt
f(zHa) = £(2)).
We vragen ons nu af voor welke complexe waarden van z geldt sin z=0.

Als sin z=0, is e*% = e”™*2% , ¢21%2 _ 4,0iy = 2773, 5 = ny . Omgekeerd
: 3 -in7r . ' v
is sin n7 = -235- (elnﬁ—e 10Ty o 9--2-5_—-— (ezlnﬂ -1) = 0. Dus:

(25¢13) sin z = 0 dan en slechts dan als z = ny77 {n geheel).
iz -iz

We doen nu'he'bzelfde VOoOor coS Z. Als cos z = 0, 1s € = -e ’
e?iz _ -1, 8412 = 1,4iz =2n 77 i, 2 = %an , maar als n even is, n = 2m,
z =mJy , e21z' = 21m77 = 1, maar dit moet -1 zijr;, dus n even is uit-
gesloten., Er bllgft OvVer n oneven, 2m+1, z = ) T+ m7 « Omgekeerd
1 1 51 '7+m//)1 -—( 7+ o7 )i
1scos( 7{+m7’) Z(e + e ) =
C-lriemws _ _ -l7i-n7i o
_ & ~ (e Tf1+277”m1+,})=e (37714-1),
2 2 '

Als a° = bz, dan is O = a - b° = (a=b)(atb), dus a = b of a = = D.
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_Nu is (e 77'1)2 = e2 i =1 = 12, maayr € i 1 is nitgesloten, omdat

277 het kleinste positieve getal y is, waarvoor e . 1, dus e i
= ~.1, dus cos (:12—7T+m7T)=O. ‘ .
(25414) cos z.= 0 dan en slochts dan als z = 32-/'7‘-!- n 7 ( n geheel).

Te beschouwen de functics sin x cn cos X voor re€le x nog wat nader.
Uit (25.6) volgt dat als sin x = 0, dan cos X =+ 1 ¢n als cos x = O,
dan sin x = + 1. Nu is sin 0 = 0 en cos 0 = 1, Uit (25,10) volgt dan dat
sin x in O s’tijﬁfend is, dus is sin x > O woor 0 <x < 77 . Nu is

im=

cos T = 0, dus gind 1¢ Uit g25 10) VO.LL)U dun Woer s dat cos x in :2-71'
dalend is dus cos'’x < 0 voor =z { £ TC e Ia is ocinTT= O, dus

cog fo= =1, Dus* neemo con X vgor x tnssen Q en p allc wacrden tussen
+1 en =1 aane t (25. 8)1vol 4 dat sin (= =70 = -1, dug sin'x neemb
Voor X tussen ——--7t en + 27‘[ alle wuaraen tawen -1 en +1 aan.

7

Neem nu cen willckeurig complex getal w, met |w| = 1, dan is (TRW)2+
+ (7 w? =1, dus -1 \if(ﬁ/w £ 1. Br is een reé'el getal x te vinden
zodat cos x =/m,w' Voor die x is sin“x = 1 -~ cos 2% = 1=( %w) =( 7] W)Z
Dus sin x = ':7W of sin x = - :Zw. Als gin x = - j w, . kilezen we Xy=X
dan is cos Xy = CO8 X = ?ﬂ,w ¢n sin Xy == sin x = 7 w..In ieder gevel
is cer dus cen recel getal y tc vindcen zodat cos y.= f/?“uw en sin y.=

= Jw; dus ¢ =cos y+isiny =Fw+iJw=mw De recle as wordt
dus door de afbeelding e 1Y inderdaad op d¢ eenheidscirkel afge'beeld.
Daarmeec zijn de twee bovenstaandc vragen beantwoord.

Neémen we nu con willekcurig complex getal w £ 0, dan is w =) wi \%l
ean‘i;VLrL 1. Ir is dus ecn rcéle y zodat eV - f;’; verder ig er cen
retle x zodat e* ={w|, dus w = cXeld = e‘ﬂ'ly Ne afbeclding, dic tot

stand gebracht wordt door e? overdckt dus het gehcle complexc vliak be-
halve het punt O. .
(25.15) m.;; 1eder comglex getal w £ O is een complex getal z te vinden,

zodat.c? = w; © = e e dan cn slechts dan als Z, = 34 + 27 in (n ge-
heel). | -
(25.16) sin £ 7 = 1; cos 7T = -1,

Tle nocmen cen rceel getal y, zodat eiy = Tx%:lr" ecn argument van w,
gegschreven y = arg w. Dit is nict cen functie van w volgens de door
ons gopeven definitic wan funcetic, want y is niet ondubpelzinnig door
v bepaald. Het argumen‘b is slechts bepeald op veelvoudcn van 2 77 na,
Verder geldt w = [w] e iarg w | wi { cos (arg w) + i sin (arg w)}
Mecthundig is .arg w de hock dic de vocrstraal van w maakt met de posi-
ticve re‘éle"asf. Te. gouden door zckere afspraken van arg w wel cen functie
kunnen mal{e‘n, b.ve door voor te schrijven 0 Larg w <2 7M.

7e noemen nu ecn &, zodat c? = 7, GCn logari’t; e van we log W.= Do
Ook dezc io.hietjondubbelzinnig bepaald, Als e® =y, dan e < = }w]
dus 1% z = Log w (de van vroeger bekende reelc logarithme, die we nu ter
onderscheiding met een hoofdletter schrijven). Verder is et %

lszvt’ dus J z = arg w, dus




(25.17) log w = Log ’WI + i arg w voor w £ Os :

De logarithme is dus op veelvouden van 277 i na bepaclid. ¥Ye noemen
die waarde van de logarithme waarvoor -7 < arg w j/ wel de hoofd-
waarde van de logarithme; deze stcmbt voor reéle w met de van vroeger
bekende reele logarithme overeen. Ook de.hoofdwaarde van de logarithme
wordt wel metl een hoofdletter geschreven. -

Neem cen willekeurige w, # 0 en kies daarbij een z  zodat e % - W,
Kies verder ecn reeel getal A zodat ¥ < 7 Z X+ 27 . e be;oerk-
en ons nu tot waarden van z waarvoor X & 72 <X+ 27 o Voor die z
is er een eencenduidige betrekking met het w-vlak met uitzondering.van

= O volgens e? = w. Dit is cen continue afveelding. We willen bewijzen,
dat de omkering log w = 2z continu is in W, (en dan ook in alle punten
waar arg w £ o + 27 n). Kiezen we een reeel getal J > O en een redel
getal A & [9( 1O+ 2 7 ) en beperken we ons tot die z waarvoor - ¥ <

<Nz<Yen oLTz¢ 3 , dan vormen.die z een compacte ruimte en
dan is de.omkering log w = z dus continu. I‘I%em nu een rij Wy met

o °n de bijbehorende punten z, (e B ..wn), Stel dat Dox,zn- naar
bovencm'mgm:sd was, dan bevatte z, een deelr:L;; Wwaarvoor (1 7 <> 4+ 0.
Voor de correspondersdnde deelrij van w, 8old dan.jwl—> + o, in strijd
met lim w, = w . Dus % z, is naar boven begrensd. Stel dat %’Zn naar .
beneden onbegrensd was, dan bevatte z, een deelrij waarvoor Rz—=> - o
Voor .de corresponderende deelrij van W gold dan \wl—> 0 in strijd met
lim W, = W, A O, Dus%z is naar heneden begrensd. Xr is dus cen reéel
getal y > 0, zodat - ¥ < < R =z 4 Y voor alle n. Ve bewijzen nmu dat
er een recdel getal B < XX + 2 77‘ bestaat, zodat voor alle n geldt

:f z, £ /5 . Als dat niet zo is, is er bij iederc /34 X + 27 een n,
zoda’s /3 <7 z, < X+ 27 , maar dan bestaat er ecn deelrij van z,
waarvoor jz > + 27 en omdat deze dee1r13 begrensd is, bevat deze.

weer een convergente deelrij met limiet z* s waarvoor gc,ldt J z "‘ = af +

11mw =W

+ 2 77T « De correcsponderende dfelr%j van Wn oonvcr{;cor’c dan naar oz,
maar ook near w,, dus e? = e 9, dus g™ - 2, = 2 77 in, dus 7 z*-
- fz =27 n, maar 7 z 72 =d+ 27 -7 z, ou daarvoor geldt

0 <o( + 2 - :7' z < 2T , Dlu geeft een tegenspradk. Dug voor alle
ngeldt - ¥ { W = z, LY + AL 7zn\éﬁ< X + 277 o Voor zulke gz
is echter de continuiteit van de omkering bewezen cn geldt dus lim Z, =
= 2 Om de logarithme ondubbelzinnig bepaald em continu te maken kun—
nen we.cen coupure aanbrengen bestaande uwit een strazl door de oorsprong
waarveor geldt arg w = A+ 2 7 n.

(25.18) .Als voor een.rcegl getal x die complexe ge”m.llen w ultgesloten
worden.waarvoor arg w = X + 2 77 n benevens w = 0 en voor de overige

v arg w zo gekozen wordt.dat A <arg w < o + 277 en log w met behulp
van dcze waarde van arg w gedefinieerd wordt dan is log w cen continue
functie.
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Bij duzelfde afspraak is log w ook dlfferentleerbaar, want e? is dan
eeneenduldig en differentieccrbaar en de omkeerfunctie is continm, dus

volgend (17.9) is log w ook differenticerbaar en d l°§"W = = A o

‘ : ¥ ge® 8%
’ * | dz

”1

= =

(25.19) Onder dezelfde voorwaardon als in (25.18) is 1og w cen dlfferenh‘

teerbare functie en ~—l9§—ﬂ w

Opgave 109. Bewljs dat 1og Wy en log w4 + log Vo op ecn veelvoud van
2 7 i ro aan elkaar gelijk zijn.
Tle kunnen nu ook machten definicren met W1llekeur1ge complexe exponen-
ten en willckeurige complexe grondtallen £ O door al = &P 108 8y 1p ek
‘rechtorlld staat de al bekende macht van e met complexc exponent. Door.
“het optreden van log a is de waarde van ab niet ondubbelzinnig bepaald.
De vergchillende wasrden dic ab.kan aanncmen ontstaan uit elkaar door
vermenigvuldiging met eQ'W"in b; Alleen als b gehcel is, 1s deze factor
"altijd 1 en is er dus maar één waarde. We vergelijken de nu gedeflnieer-
de macht in dic gevallen waarin.de vroegere definivics toevasselijk zijn
met dc toen gedefiniecerde macht. Ter onderscheiding nocmen we de nu
gedefinieerde macht cven a{b). Er zijn dan dric gevallen waarvoor we al
ecrder machten gedefinieerd hecbben.

10 exponent geheel, grondtal complex # 0. Nu is a(i) = Glog a = a = al.
Als a(n) = af, dan is a(n+1) = etBt1)log a _ nlog a + log a §
R log a log a _ a(n)a - ana = oRF e 0(0) = - 1

= a%; a(-n) = ¢™ ;og &

*E-Igé—s :TET 4% = 3" 'In dlt

geval is er dus volledige overeenstemmlng.

29 oxponent retel, grondtal redel > O, Nu is a(b) = oP 108 & 11 et
algemeen nict ondubbelzinnig bepaald (altijd als b nlct gchecl is),
maar dc oude waarde komt wcl onder.de nieuwe voor, n.l. als men.voor
log a dc hoofdwnarde, dat is de gewone reele wacrde Log a kiest.

3° exponent complex, grondtal = e: e(b) = P log & |

= eboziﬂtin b; deze is in het algemeen niet ondublzizinnig bepasid {al-
tijd als.b niet gcheel dis), maar de oude waarde kom’s -l onder de nieuwe
VOoOr n.l. als mcn voor log e dc hoofdwaarde Log ¢ = 1 kiest.

In het geval 3 lcidt dit tot de cigenaardige moeilijkheid, dat men
nict weet, als men eP ziet staan&nofnhiormee dc in et begin van degze
paragraaf gedecfinieerde waarder:Z;G%T bedoeld wordt of de alfemene
waardc volgens de zoeven gegeven algamer$ machtsdefinitie. Je maken de
%gsnrﬂah, dat als niet het tegondecl wordt vermeld met eb de waarde
5; —I bedoeld wordt. In het algemeen is voorzichtigheid met alle niet
onaubbelg nnig bepaalde "functies" geboden.

‘e kunncn a® = ez log a bij vastec a en veranderlijke z tot een on-

dﬁbbelzinnig bepaalde functie maken door een vaste kcuzc van log a3
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’ z ~ ; st
 dan is‘wgz - 0% 108 8 3., , = 4% 10z a cvenals vrocger. Bij z© lukt dat
niet; er mooten dan overecnkomstige afspraken gemaekt worden als vroeger 3

bij log z; dan geldt . o

’“.dzh _ gcb lqg z _ beb lgg z 3 bebylog Z
dz — - da& - Ty - elog Z

formule %%T = Ioqu"'l geldt als in beide leden van de macht dezelfde maar-

de van log z gekozen wordt.

Ken zou kunncn ¥ragen of dc vroegor voor machten afgeleide formules
zoals a®b® = (ab)C, abac = b+c, (a )c geldlg blijven. Nu zijn hier
in het algemeen zowel linker— als ruchterlld van een gelijkheid niet
ondubbelzinnig bepaald, maar men zou kunnen verondcrstellen, dat de ver-

"Eamelln der waarden, die het linkerlid kan aannemen dczclfde zou zign
als de verzameling dcr waarden dic het rechterlid kan acnnemcn. Voor dec
cerdte der genoemde formules is dat inderdaad het geval, voor de beide
anderc behoeft dat niet zo te zijn. Te :
gaan dagr nict verder op in. Tel geven we enkele voorbeclden, Kiest men

(b-1) log =z =1 Zb-1' De

=Db e

in dec tweede formule b =i, ¢ = -i, dan is b+c = 0, dus h?+° = 1, Verder
is al.; gl log a-2 7T k’ gl o gmiloga+ 27 l’ dus atat = OZ‘W‘(lwk)’
dus ata"t doorloopt allc waardon e 7Tn(n gehecl). Kicst men in dc derde

formule b =.0, ¢ = i, dan is be = 0, dus a°C =

i mn
1 ==62 *

1. Verder.is a® =1 en

(25.20)"(ab)n = a™ yoor gehele n; dit is zo op tc vatten dat de verzo-
mcling waarden die het linkerlid kan aanncmen dcezelfde is als &5 verza-
cling waardcen die het. rechtcerliid kan aannemen,
‘gﬁgave 110. Bewijs (25.20).

Opgave 111« Bewijs dat voor een natuurlijk getal n de n complexe gotallen
g7T1k

5 (k geheel, 0¢ k < n) in het complexec vlak dc hoekpunten van een
fe ulmatlgu n~-hoek, beschreven in dce ecnhcidscirkel; vormen. Bercken dc
omtrck van. deze n-hoek cn bepanl de limiet waartoce deze nadert als n — co.
Opgave 112. Bepaal voor ecn complex getal a £ O en cen natunrlijk getal
n de complexe ggtallen Z, WoLYVOOT z8 = a en bew§js dat dit Jjuist de waar-
den zijn, die a¥ kan aannemen. Specizal necmt a* +tpec waarden aan die

elkaars tegengestelde zijne

§26. De log;“tlhmlsche recks en dc_binomigalrecks.
e willen log (1+z) in ecn recks.van Mac Laurin ontwikkelen. e
kiezen de hoofdwaarde van log w (Beweze 108 1 = 0, =TT
(Blog w £ 7)o De afgeleiden van log (1+z) hobben we al eerder bepacld
(zie opszave 86; dec resultaten blijben geldig omdat de complexe logarithme
dezelfde. afgeleide heeft als de recle). Dus

- k
- lee (14m) _ (= DLl ES IRy « Dus Log (1+z) = £?: (~1)F 1(k»1)' 2

az? ' (1+z)7




+ Rn{z)fjgrA( ~1)E1 % + R (z) Het is duidelijk det de recks }C}vﬂn’ ?1
‘ = -
convergentiestraal 1 heeft (ga dat na); we behoeven dus alleen waar—
den van z met |z| £ 1 te.onderzoeken. Voor }jz{ < 1 doen we dit met de
restscha$ting van Cauchy. Deze geeft {Rn(z)\<§

n=1 °
LT """ (1~ 7 )n-1 LH:.I.).’....E :—.1z]n sup = 2) — « Nu is 1+ Uzl
ﬁ f1+ 12 z] $ﬁﬂ‘ﬂ-ﬁzl " 5
n—
N4 gla 1—7§’en\1+ j? z i} 1-1 =z du,:.(1 )
7 i(@i )i7—>' y ( ) P4 R =, . vrzln—1‘\
a1 ‘
< 1 en 1 { 1 — dus sup GERS is. begrensd. Verder is
S TE2e S T8 00 hie ¥ a)n ¢ .
lﬁgiz] = 0, dus lim R o(2) = 0, dus de reeks stelt de functie voor,
™
d Voor }— 1 proberen.ve het met de restschattlng van Lagrange. Deze

1 1
ecft R (z su %%—1l-~n = = BUp =—————, Als Z ) O is
8 )Kfﬂ' o< V€1 + % ) Dol¥% |1+ B 2|2 Z ’

l1+')9 z )y 1+(Z{ z)19' 2 1, dus lim Rn(z) = 0, dus de reeks stelt de
L .
funectie voor. e
(26.1) Voor alle complexe z, ,yaarvoor z\é 1 of wagrvooglz =,1. en.
n-1 z z 4
Nz 0, geldt Log (142) = 5 (~1) .5--_.2...5..;%_ T‘""'
(logarithmische reeks). géhg' 1 ..
. - (-1 1
Speciaal geldt Log 2 = > - =1=5+73 =7 +es . Dit is

hn=x; , )
een voorbeeld van een reeks die convergeert, maar niet absoluut conver—

geert,
Met andere hulpmiddelen is het mogelijk aan te tonen, dat de loga-
i rithmische recks Log (1+2) ook.nog voorstelt voor alle complexe z,
waarvoor|z|= 1, behalve z = -1. In het laatste geval is trouwens
log (1+z) niet gedefinieerd en is bovendien de logarithmische reeks

divergent (het wordt het tegengestelde van de harmonische reeks).

o8 n e n
Voor)z} £ 1 geldt Log (1-z) = E: (~1)n"1 (=z)_ . - = E; %T .
5';«:9 .

3
Door eftrekking vinden we Log 1 — = 23; S = 2(z+‘%r+ = Fooe)e

e merken nog.op dat deze formule door ons ook nog bewezen is voor z =
=i enz = ~i., Met deze formule kunnen we Log u bepalen voor alle reéle
u > 0; stellen we n.l. u = %§§ s dan is z = %5} en dit is dan inder-
daad gelegen tussen -1 en +1. Overigens blijkt de reeks voor enigszins
grote u slechts zeer langzaam te convergeren.

In de numerieke wiskunde gebruikt men reeksontwikkelingen van functie
om benaderde waarden van deze functies te berekenen door een aantal .
termen van de recks uit te rckenen. De vraag rijst dan, hoe groot de
fout is, die men dan maakt, of hoeveel termen van de.reeks men moet
gebruiken om een bepaalde napwkeurigheid te bereiken. Om dit te be-

cordelen kunnen de restschattingen goede diensten bewijzen; deze geven
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imﬁers juist een schatting van de fout die men maskt als men de functie -
vervénﬁt door een partmé€le som van zijn reeksontwikkeling.. Laten we.
ons b.v. de opgave stellen Log 2 te berekenen in tvee decimalen achter
de komma nauwkeurig. Omdat de reeks Log 2 = 1 - 1 5 ees zZO slecht con~ 

- vergeert nemen we liever - Log 2 = Log 5 =-§i’-~ .'Volgens Cauchy is'
m:: n2

n-1 - iyn=1
}R (2)1'4 |21 sup 1- 0 en voor z = - % wordt dit J* sup Sl-‘ﬁl*~‘
) 1+ ¥2(" 2" (1--'”)’1

£ JE sup 1 =T < < . Om een nauwkeurigheid in twee decimalen te
2 1-53 :
e - 1

) wew 7, t+ is voldoende daarvoor
n-1=8, dus n~9 te klezen. We nemen dugjséoge ®
1 1 Lus 2 de som

1
: 2kz g d E— —3* + —~3 + §€Z§ = %%%%%% =0,6§3?.?2. De fout
8 einer dan = Q, OU4.._ D
gtaat is een pa;;g Sle som Llelneraiiwéfqr:zis :i: qu;+wpve tez?en be~
Log 2 gelegen is tussen 0,693 en 0,697. (Met' o . e funnen zeggen dat
Log %;% was het nog iets makkelijker gegaan).
Om een logarithmentafel te maken moet men in een zekerc benau. < .
de logartihmen bepalen van een stel rationale getallen. prgrond van
de eigenschappen van de logarithme is het daarvoor voldoende de loga-
rithmen van de nabtuurlijke en zelfg van de ondeelbare natuurlijke getal=-
len (z.g. priemgetallen) te kennen. Om de logarithme van een priemgetal
p te bepalen, als die van de kleinere priemgetallen al bekend zijn, |
kan men b.v. als volgt te werk gaan: p = 9~—— dus Log p = Log (p-1) =
_ P
b Tog (1~ —). Nu is p~1 ecn product van priemfactorcn < p en Log (p—1)
dus bekend Tog (1- 5) berckent men door in de recks voor Log (1-z)
zZ = % te subgstitueren. Voor niet te kleine p convergeert deze laatste
recks zeor goed. Voor p > 2 is dit procédé nog iets tc verbeteren, want
dan is ook p+1 cen product van priemfactoren { p en mcn stelt dan p2 =

—

n

T ovan do weoske vaar

= (p"11(?+1)*. Voor kleine priemgetallen is dit procédé nog niet zo
y TR
2
b
bruikbaar (het bovenstaande voorbeecld lecert ons dat daar voor een mati-

ge graad van nauwkeurigheid al cen groot aantal termen van de reeks
nodig is}); voor deze bestaan echter nog andere kunstgrepen om de bere-
kening tc bekorten, .

We geven nu nog cen andere afleiding voor de recksontwikkeling van
Log (1+z) die eenvoudlger is dan dc bovenstaande, maar alleen voor |zi <

nm
{1 geldig is. De functics Log (1+z) en 5: L:ll—~—u— zijn beide voor



- An 100
Jz] £ 1 differentieerbare functies. De eerste heelt afgeleide -,-1-3;-2- ; van

de tweede karéode afgeleide bepaald worden door tcrmsgewus differentie—~"

ren, he%geen_ga(-’i)nz levert. Maar T}E = ,,2,: (~z)P (meetkunaige reeks);

de beide functies hebben dus dezelfde arfgeléide en zijn dus op een add1ti~
ve constante nea aanelkaar gelijk. Door 2z 0 te sugp*flﬁueren ziet men
dat die oonstante = 0 is, dus Log (1+z) = ZI = 5 voor\z | < 1.

Dat deze afleiding mogelijk is bernst op het feit, dat de afgeleide
van Log (1+z) een zo eenvoudige functie is, dat de geldigheid van de '
reeksontwikkeling daarvoor onmiddellijk duidelijk is. Bij andere func-
ties zal de methode meegtal niet tot lvereenvoudiging leiden.

Te willen nu (1+z)//( in een reeks van Mac Laurin ontwikkelen. e

kiegen weer in e/“‘lOg (1+2) dg hoofdwaarde van log (1+z). Nu is

n Yl R - ¢ s .
d 1+Z = W (/" _3)(“2)/ ", We definiSren mu een binomiaalcogfficiént
; piit

voor complexe//ﬂ en natuurlijke n door (4 ) = JES—/%FQJ-. Verder (/g')a
= 1. Dan is (1+z)/u }_ (74 4 + R (z) /1/ gen natuurlijk getal

of nul is ( M =m), dan bwat voor k 7 m (k) een faetor m-m = 0, dus
dan.is (m) = 0. De recks wordt dan ecn cindige som. Voor n. > mis R (z)-—‘
= 0. De re.el s stelt dan voor alle complexe waarden van z de functle

voor en we krijgen de uit de algebra bekende formule (1+2)® = S: (m)z
(binomiaalformule van Newbton). "¢ sluiten het geval da’b/&( na’buurliak

of O is verder uit. Dan is (,Nl) £ O voor allec n. We bepalen nu eerst de
convergentiestraal van de reoks, noom/ﬁ/u =X en j/r( = A ’ dus/u-._

X+ 1A , Xen? rcecl, Nu_ is

(M bAd - Y -n)l+ n 2 .y 2 {tot 1
Ceg) | = & n+§” AL ni% 2 ; '\/{n =2 % nt 3_;_1" Jen dit nader¥)
-{ﬁ) als n—-> ®. De convergenulostraal is aus 42‘1 Voor|z! ¢ 1 beschouwen

we nu 4c restschatting van Cauchye [R (z) L zL-Z-Lﬂ-—,- §3£7(1- '79)11"111!

. 1(’“}) ’(1+ VEIYE n!__ n|zl® l(/“)l sup (1- ¥ )‘?‘ 7 f(’!'-:- 7z 4 "n[=
= 1517 | ’fsu£ (1= P51 | (a5 ey A0

Na is | (1% ¥ )}f‘ - \ j ( X -n+iM)(Log | 1+ V al + i e (1+ ’192))‘{.___
L On ' en) Togt+ # 2] - 2 ave (1+ 9 2) _ 1+ 9o e ave (1x T a)
maar o~ 7 8¥8 (1+ ¥ Z)g e;hh . Verder is (1= V)%~ 1[ 1+ }h"n =

n--1 , _
(1 'ﬁ) e h"‘ '\9“?“1 en dit is < o K 1 als ¥ 21 en( (1= {78&
i+ v zln
als %< 1. Verder is voor |z | < 1 de rccks Z (/“‘ 1)Zm -1 sbsoluut con-

u-1 M =1 o~ N
vergent, dvus is lim jz l( )i 0, dus 11n R, ( ) = 0.
T =0 DT 1
/0(

*

Hiermee is de volgendce stelling verkregen,
(26 2) Voor glle complexe z, waarvoor |z| € 1, geldt (1+z)
Z (x'“)z (binomiaalrccks)e
mﬁ%t is mogelijk aan te toncen dat de binomiaalrecks de functie (1+z)/"c
ook nog voorstelt als |z} =1, z £ -1, J2 L > =1, Vorder blijkt de
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binomiaalreeks dzvergent voor [z} = m /@l £ =1 envoor z =+ 1, ’

aoﬁ/u & 0, M £ O.
Opgave 113. Bereken V 3 tot op m nauwkeurig.

§ 27. Cyclometrische functies.

Ms sin z, == sin zz,dam is O=sin z,-sinz=:=2 cos l (z + zq)

( 2-—21} :Dus-(z +z1) -.32-71-!-:17}’ y 4-w.z. 2z, ..77‘--z1 + 2n7 ot
5{ o ™ B4) = n,x d .. Z, =24 + 207 . Als we pns nu ?eperkeﬁ tot
die Waard.en van.z wearvoor = 77 < ¥,z <2}7 s of Hz = -577, Jzg 0
of'}iz = - ‘7 Jz>x0dan is sin z blijk~ :
baar eeneenduldlg, verder neemt gin z daar ook alle waarden aan die
sin z in het algemeen kan gannemen. Neewt men namelijk een willekeurig

‘! complex getal z, dan ken men daar, zonder dat de Waarde van sin z ver-
andert, een dusdanig veelvoud van 27 bij optellen dat - —-ﬁ‘(y?z <
< i-ﬂf als dan %IU‘< ?Q, < % 7, nemen we 77 - z, dan 1s daarvoor

}7< 0z <—- 7 ; alsDiz =-77 , 7/ z > O nemen we ook 77 - z, dan
is daarvoor@izu% yzxo, &sma—~%77,\/z<0nenlen we
=227 ==J -z, dan is daarvoormz _;// ’ Tz> 0, Van de
nu eeneenduidig gemaskte functie w = sin z vormen we de omkeerfunctie
en noemen deze arcsin w. We weten nog niet voor welke Waaide van w
deze gedefinieerd is; we zullen aantonen dat dit mor alle complexe

 waarden van w het geval is. Blijkbaar is arcsin 1 = 0 77T, arcsin (-1);
= - -;-77 . Verder geldt: ) c 1
(27.1) Voor w £ 1, w £ -1 is. aresin w = y log (iw + (1~W2)2), mits in

. het rechterliid zowel Dbij (1"W251 als bij de logarithme de hoofdwaarde

~  gekeazen vordt. .

Bewijs: We tonen eerst aan dat voor alle W‘ﬁ + l het rechterlid
gedexlnleerd ig. Nu is (1-w2)’ gedefinieerd mits 1mw2 A O1 d.w. z.

}
ml—A _

w £ + 1; de logarithme is gedefinieerd tenzij iw + (1—v¢2) = 0. Als
dat zo was, was -w? —_-11-W2 en dit is onp}og?lijl«:. Verder is
s . 2.2 1 /s P 1
sin ('{ log (iw+(1~w")“)) = 57 (iw + (‘I-—-w;g)2 - - 7 ) =
1 L1 e 1w+ 4 -we) 2

-1-{ (iw+(1- 2)2 ----.,Q'l—wa)2 + iw) % w. Voor deze w is dus arcsin w gedefini-
eerd;nocm arc sinw= z, dan is sin z = w en we moeten bew:.,]zen dat onder
de veronderstellingen van1(27 1) geldt z = -:- log (1w+(1:1-w ) ). Nu is

echter l log (1w1+ (1-—w2)2)—~ log (i sin z1+ (1=-sin Z)z) =

= 31— log ((cos z)2 + i sin z). Nu is (cos z)2 = cos z of = = cos zZ.
We zullen nu bewijzen, dat het eerste het geval is. Daartoe splitsen
we cersh voor een willekeurige z sin 2 en cos z.in hun regle en ima~
ginaire. delen. Noem z = X + iy, dan is iz = «y + ix,eiz:ac"y(oos X +
+i sin X'}%e

-iz
J

=Qy(cosxw’i{_t91n xydus - T
Y -(ey - e ) sin X,

HeVre™V)ginx +
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+ 13 rf{ey - 6 Y) cos x.'We voeren nu twee nieuwe functies in genaamd
sinus hyperbolicus en coginug hyperbolicus (a:fkmrtmgen sh en ch) gede-
finieerd door ~
sh z = -é-(e - e

chz:,-%(e +ez)
(27.2) sin 2 = ch (J z) gin (3Lz) + i sh (75) cos(%z),
cos z =ch (7 ) cos (P12) ~ 1 sh (7 2) sin (Rz)..

' Yoor rec¢le x is ch x » 1, want
z 2
/Gﬁ chz~1qi-‘3———5;x)-;voorre§lex
X

—.Z) .

i

2e
$hx heeit sh x hetzelfde teken als x,
. e2%.4
wan‘t sh 2 = el De grafieken van
2e

/ sh x en ch x zijn hiernaast geschetst.
Opzave 114, Bew1gs sin z = =i sh(iz), sh z = -1 sin (iz),
cos z = ch(iz) , ¢ch z = cos (iz).
(Met behulp hiervan kan men uit formules wor sin en cos formules voor
sh en ch meken). .
Opgave 115. Bepaal de recksontwikkelingen van sh z en ch z.

Keren we nu terug tot ons oorspronkellqke bewijs, dan moeten we
aantonen dat de hoofdwaarde van (1~w )1' gelijk is aan cos z en niet
zan - cos z. Voor de.hoofdwaarde is -7 < J (1og(1—w2))-$-TT, dus
- 37 <TG 108 (1PN K F T, dus B((1=ATE ) =

il

% log 11-w@l

i

e cos{J (-12—'105; (1-—W2))) 0. Verder vclgt uit (27.2) en

uit - 32‘7'[ $Rz< ZT' dat ook 93 (cos z)> 0. Als het > O is, z:Ljn

we klasr. Als hot = 0 is, is 7(-— log (1—w2)) sl en (04 w2)2>
()

1

= log l‘l—-w !
= 62 > 0. verder is daar Mocos z = 0, duH/azz = -2-77 of ?zz = .
= ; /T . In het eerste geval isJ z < 0, dusa Jecos z == sh (]z)} 0,
in het tweede feva% ig Jz > 0, dus 7003 Z = sh( 7 z) » O. Déarmee is
2)2 2)2)

bewezen dat (1-W -¢O0S z en 1- log (iw + (1-—w

1 log (cos z + 1 &in ) = 1{ log et iz = z bij de keuze van de hoofd-
waardo van de log, want 7(15) ‘1 32 z ligt tussen - %z/ en %r N
Hiermece is. (27.1) bewezen.

Uit (27.1) volgt nu dat voor w .4 + 1 arcsin w ook differentieerbaar

is. De afgeleide is (noem arcsin w = z): & arg;ln = = 3 SZ;E > = oog z =
az .
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(27. 3) d argiln L= (1= 2) (hoofdwaarde in het rechterlid)

Opgave 116. Bercken & aré:;ln i rechtsﬁreeks uit de formule in (27.1)

Om de reeksontwikkeling van aroean w te bepalen, bepalen we serst die
~1

van (4w ) . Dit wordt (1-W2) Z )(r‘l)nwzn voor lw) < 1. Fu
’}']‘m[]

: , jé W2:r1+1 ' :
heeft Z { -1) SpEy~  voor twi < 1 dezelfde afgeleide als arcsnlw
. M=o n

en stemb er dus op eem additieve constantens mee overeen. Maar arcsin O=
= 0 en de reeks wordt voor w = 0 ook O, dus de reeks stelt arcsin w
veor voorlw| <1. Verder geldt: :

-

) -5 n fn-1y '
(27.4){ n): i—é—%}_—? (fnn)‘« voor n 2 1.

Opzave 117. Bewijs (27.4). ) oo |- % )
. - 2nd v
27.5) Voor |w 1 geldt arcsin w = > ( )-’Un wooo o
o b PN I D R JUE S | B B
— A\ n l! (- p+])22n"‘ - g 4‘ 112 11:;2 Foe e o

2
Nu is sin % /?‘/-——: 32 want sin 3x = 3 sin x - 4 simx (ga dat na), en
.. don.sin 3x = 1. Omdat sin 0 = 0, sin 17 =115 er
een x met 0 < x < éi?‘ waarvoor sin x = 1, voor dic x is echter 0.< 3x<
(é-‘f en de edige y met 0 € y < z 7.wasrvoor siu v = 1, 1is 177
Dusmn;’-u: ‘y asarc%.n%_% . P ‘ A ce .
&l - ,
) (21.6) §7 = £ f%s,(dnn et il s R v oo
De Pehsandelirg van de omkei’ing van cos 3z brenboxa we terug op die van
sin z met behulp van cos8 z = s:m (; T = z). Als - -’77 <’0/{ (1 - 7)<
<3 ot PG - 2) = 17,7309 0 e R 0= S Aip-2)3 0
is sin (... - z). éeneenduldlg en neemt alle wmpl >xe waarden aan. Dus
als 0 <Mz of'&?z=0, jz}Oofmzz“ﬁ,. 7z<Ois cos z
eeneenduldig en paewt alle complexe waarden aan. Noem de omkering
arccos w, dan volgt uit z =ercoos w, dat = 77— z = arcsin w dus:
(27.7)a,rcoos W= 17 - arcsin w. -
(27 8) 4 arg:g% LAY (‘1-w?) (hoofdwaarde in het rechterlid).
Ve defini&ren tg z = gedefinicerd voor z £ %F-:-n’ﬁ s dus
e 212 _.

tg z = s v i N
' o218

cos z !

(27.9) E3E-2 = 4+ 5%,
Er geldt. tg z,last;g z,als.sin Z, C0S z, = €O§ z, sin z,, dus als gin. (22-21}
1
=0y 7, =24 ¥ nﬂ' Als we ons beperken tot - -‘T( 3’{5 E Tyz /:
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;é 57 is tg pa eeneenduidig en neemt alle waarden aan die tg Zz aan kan
nemen. We noemen de omkering van 'bg z nu arctg w. Br is geen z waarvoor
tg z =1 of tgz =- 1 is. (Gradatna) :
(27.10) Voor w £ +i is arctg w = 211 log 3‘?:;; , mits in he’c rech‘berlld
voor de logarithme de hoofdwaarde genomen vordt.

Bewijs: Het rechterlid heeft zin want 1-iw £ O en 1 + iw ;é 0. ¥erder

is

' I+ie 1 .

1 drdwy 1 d-iw - ” : o .
“tg( log m) =z 2;*,2;:’1 T w. Voor deze w is arcig w oedefln%eerd.
te-iw
Daar voor.de hOOdeﬂurde van de log geldt -~ - T {AQ?( log %{'—%}g%ﬁ, '
is argtg w = log 3f§:§ .
d arctg w _ 1 _ 1 . ®

Verder is ' = = — .
dW d tg z 2_ - 2

(27 11) d_ax c(%; o - .

Om de reekscntwikkeling van archig w te krijgen, gebruilien we de reeksg—
. ; | . " 2n~1
ontwikkeling van log‘??-% “voor z = iw, dusg arctg w = -1‘{ 2 Z -(-3'—-1—-————z
~ gz (- 1)n+1”2n-1 . o

wey . en-=1 .
(27.12) Voor {wl < 1 geldt arctg w =

'

n 2n+1 . T PR
*n.w( 1%n+1 =TT %3— * %‘ B w"?‘*““’-‘
Ve maken nu gebrulk van het feit, dat we bewezen hebben dat de reeks—
ontwikkeling van log 5 ’5 ook nog geid+i voor z = 4. De reeksontwikke- |
ling van arc’s'f w geld® dus ook nog voor w = 4. Cwdat sin -}:f:

= sin (%77 - 471 ) = cos -1-7,7‘, is g -}TT = 1, dus arctg 1 =-3_«TT ., Dus

' 17 .S P 141
(27.13) 37 = 3 = <= Z+ 1L,

V=0
‘Bem goed convergente reeks voor 7 krijgt men door %77 = 4 arctg %‘-

- arectg 5%-5 in een reeks te ontwikkelen.

§28. De hoofdstelling van de algebra.
(28.1) Ails £(z)= Zaaz s 021, a

complex, &, £ 0, dank e ®n complex

getal z, waarvoor f(z ) = Oa ,\3 a.
BewijS° Stel g(z) = == £(z) = g =& 2 Ef b, 23, by = 1. Het is
8y ;« 8y J7o
voldoende te bewijzen, dat er een z_ is waarvoor g(z ) =0, want dan .
is ook f(zo) = 0. Als b, = 0, dan is g{0) = 0, dus kunnen we z = 0

kiezen. Stel mu b £ O. Noem R = :?1’?41* 1+ b, (, dan is R > 1.
Voor Iz}= R geldt dan \g(z)l: ‘Zn*;‘;_ S b. za}:} lz; ?_l'b?l {z} >[z{
(1 o, l);

o d
n“‘i\ht = 1™ oyl + 1716 - Zy0)=is
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;>, 1 + } 0‘})]};,{%@ 12\ < R is \@(z)!een continue :func'tle, gedefinieerd
op een compacte :mlm’ce, die witsluitend reele waarden aanneemt en dus
een minimum heeft. Laat z, een punt zijn waar {g(z)} ma.nlmaal is. Voor
jzl=R . evenvel is {g(z)| > \b ; Werder is |g(0)\=lb 1, dus|z | £ Re

- Voor glle complexe getallen sz, vraarvoorx tz-z | < R - -\z oi is dus \g(z)b-
>-le(=m) . We willen ’oem;;zen,dat glz,) = O. Fbem z-z, = W, dus.z =

= W+Zo, dan is g(z) = Z. by z9 Z:.b (z, +W);; L bj 2__ (3)2 J-mm

L (Z: b (3)z J m)w = e wm ‘hiw). Dafn is h(O) g(z,) en

voor 1wf‘< R - \z \ is lh(w)l \h(O)\ Verder iz ¢, /2___. ba(%)zo =

=b, £ 0. ¥e moeten dus bewijzen dat h(0) = O. Stel H(0) £ O, maar h(0)=
=c_, dus ¢, £ 0. Omdat °n £ 0 is er een Xleinste natwurlijk getial X,
.maar‘voor Cye £ 0. #18 k¥ < n, dan is hi(w) = o, + ckrk + 5__; e wa als

kX = n, dan is h(w) = C, + ¢ _wh. Omdat c, £ 0, is er echn réeei getal «

3 i
te vinden, zodat c_= {oo\ e ; omdat Cy ;é 0, is er een reeel getal 3

o} : .
te vinden, zodat ¢ = }ck{elﬂ’ . Neem rm w=re % - s waarin ¥
reeel > g nr(;g nader te bepalen is. Voor die w is c, +..Oka \o ‘e DL-!'

ok (A =-p+7 i k K
Heyle & P “);- (Yegt=leyl r), dus |e +on| = Ho] 1ck1rl
Voor k £ n.kiest men rzodst 0 < r < mln (1,R SRERE l.‘_’s_', lc':' B

<
voor k = n zo-det 0 < r < min(1,R-\z}, ii ~=>r). Dan 1» rzL rl&iﬂ?‘:ﬁ" dus
ool = 1oy r¥ > 0. Verder isvocﬁck(n:*:'k+1 zi‘ el L5 (c rk, Voor
k k+1 [ss) J-k-z‘r J 2

k < n:i:.., ﬁu}h(w){ }co + okwk{-i-r J%;’IOJ;AIC( 3ck]r +;]ck}r

=\co!— | e ; £ ¢ legl = [B(0)| ; voor k = nis |W(w)}| =|c, + onw’.“l;
=le | - | cn\r < ey [-. lh(O)] Omdat r ¢ R -]z |is, is echter (h(w)|
2> {n(0)t. pit geef% een tegenspraak; dus h(0) = O, waarmee de stelling
berezen is. |

$29 Reeksen. Voorwaardelijke convergentie.

Een reeks heet voorvraardellwr_gggjﬁ_ als hij convergent, mgaar
o \ -

di
met ahsdluut convergén'& is. Eén voorbebld 1s de recks pa 1 a*‘”* 1e

m={

convergent is met som log 2 , maar niet absoluut convergent want Z
is divergent. De %ot nu toe behandelde convergentiecriteria leverden
steeds absolute convergentie en kunnen dus op voorwaardelijk convergente
reeksen niet toegepast wordem. Een hulpmiddel om oonvergen‘pie vVoor voor-
wgardelijk convergente recksen ai te tonen.is’ partiéle sommatie. Stel
twee rijen ay, en b en noem An—/.._ Y dan is a,=4, — &, 1 voor n> 1 en
a,,::ﬁ,l . Nu is Z a b = A0, + g (a - Ayq)by = A4y —i-:?.:_1 Ab. «Z’Anbn_}_
=g: Al (b n+1) + AN N Als nu de rij A, begrensd is en b reeel,
 antitoon en begrensd dan is de reeks S Ap(by - bp,q) convergent, want
An[ <6, by>benb, - b, 30 dus f [8,(0 = bkﬂ))&?—(bk " Byq)=
C(b1 - by4q) £:8(by - b).gn dit is begrensd dus de
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recks is absoluut convergent Om ’ce bewerkstelll en, dat Am I convergeert,
moeten we nog wat erbij eisen, b v. dat AH convergeert ( dat loN conver- -
geert volgt al uit de vroegere eisen ) of datAN begrensd is en bﬂ nasr
nul convergeert. Dit gecft de volgende criteria: :

( 29.1 ) (Convergentiecriterium van Abel) Als ) a, convergeert en by, is
reéel, antitoon en begrensd, dan convergeert Za b . |

{ 29.2 ) (Convergentiecriterium van Dirichlet) Als Za begrensd is em by,
is rceel, antitoon en convergent met limiet O, dan convergeer'b > anb .

Een recks 7 Ch heet alternerend, als alle Ch reccl zijn en Cop =2 0,

Copiq & 05 Of cZn{:O Const=0 (de rceks heeft dus om beurten ccn term = O
cn coen term <£0). Uit het ceriterium van Dirichlet volgt nu gemakkelijk:

( 29.3 ) (Convergenticeriterium van Leibniz ) Als 2 ¢, alternerend is en
lc | is antitoon c¢n convergent nct limiet nul, dan is 2_ Ch convergent.

Bovendlen geldt, dat, als C ecn partiele som van 2_ c, voorstel*b cn C de
som, uit °h > 0 volgt C > C, un.“c ch <0 volgt C < C en U.l’t o] -O volb'b C —-C

Bewijs Nocm het gcval 02n> 0, Copiq € £0 (hot andere geval gaat'analoog)
Dan is ¢ -.( 1) ¢, |+ Nocm nu a ..( 1)8% cn b, =)c plsGen is Ap= 5

dus A 1 1, dus A begrensd. Het crn.tcra.um van Dirichlet beef'b ons de con
vorgcn'hle van 2 Cpe Als ¢ -O, dan is ook - =0 Toor, m>n, dus. C _.C. Als

c,> 0, dan 1s n= 2m Voor k m geldt dan sz_.c + %,c =0, 4:)%(023_1

-) =C, §\023_1l - ivczj\)scn , dus C<C v Als ¢,< 0, dan is n =
2m+1 Voor k>m geldt dan C,y 4 = Cp 4»612;;;*3:j C, +/2_-;'(023 + °23+1)
ey +§;,“c ‘ 23+1\)> C, » dus C=C,

} Opgawm 118. Voor welke re8le waarden van X zijn do reeksen)_

=i
cnﬁL.' £O8 nx convergent ? :

-+

sin nx
n

Ben reeks 2 b heet een yorschikling van de recks 2~ a, als cr cen
eenccnduidige afbeclding (p {n) van de¢ verzamcling der natuurlijkc getal-
len op zichzelf bestaat, zodat hn & o . (D¢ reeks X b, bestaat dus
uit dezclfde termen als de reeks 2 8, , maar “in cen andore volgorde")
Het is duidelijk dat dan ook omgekecrd “an cen verschikking van de
recks Z.b, is (ay = by, ., (P(ym= m, Yl¢m) = n).

( 29.4 ) Als}_'_'a absoluut convergent is enz__b is een verschikking
van Z:.a s dan 15 > b ook absoluut convergcnt en de som van 2 b is
dezelfde als dic van Z 8y

Bcvvzn;;s.. Bij&€>0 is wogens de absoluto conv\,rgentle van Z.an cen N1
te vinden, zodat voor n>N, geld’c?_:;_') akié-é- - Als A de som van 2 a, is,
is or cen N2 te vinden, zoda:b voor n>N2 geld’b) A - Zak | <8§ . Taat ma |
b, =a =b qian.Noeml\I=max(N,N)+1enM-m kVoor !
n Wm) 8y 1 2 | &= WYLN 1
n >M geldt dan\f: ‘b 2”: J< 2 | K3 M,mx_f—. Dus voar n>M geldt |
et 1 kEh PR} pmc A }

P> |
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\A 245_, dus ,?__b convergecert met som A . Om te bewijzen dat Z_'bn_
zclfs absoluut covwgoert bedenken we dat? | nl ook ecn verschikking van
Z ) nl is cn passcn we hierop hct recds bewezen gcdocl‘bc van onze stel-
ling toe, hetgeen geeft dat 2} ni convergent , dus 2~b absoluut con- ”
vergent is. |

Yoor voorwaardclijk convergente rceksen ge}.d‘b deze stelling niet;
zelfs gcldt daarvoor de volgende stelling, die in zekere zin als het te-
gengestelde van de vorige stelling op te vatten is:
( 29.5 ) (Stclling van Ricmann) Bij ecn voorwaardelijk convergentc reeks
z 8, met regle .termen is cen verschikking te vinden , dic divergoccert,
en is bij iecder willckeurig reeel getal O een verschikking te vinden, die
convcrgeort met som o .

Bewijs: We tonen ccrst aan dat Za oncindig veel pos:tleve ¢n onecin- -
dig vecel negatieve termen bevat. Stel n.l. dat er slechts cindig vecl ne-
gaticve termen zijn, dan is cr cen Iif1 s zodat voor n>Ny gold'g an?:-o.

Omdat 2- a, convergent 1s, is or bij£->0 cen N zodet voor n>N goldt
s wmrp { MJ __..u_

\ 2 a,kj<£ Voor n>max (N,N,) goldt GChtOTlK I= 2oy = 2_\&ls

Kzmntp

maar hicruit volgt dat T - 2y absoluu‘b convergent is . boetgecw niect het go-
val is. Bvenzo bewijst men dat er oneindig vecl pom'blcvc termen zijn.
We¢ splitscen nu de reeks 2 a, in twece recksen an cn ch begtaande uit
die termen van ./__kan die . _.> 0 rcsp. < 0 zijn, als volgt: by = & 1y
waarin @)= I:uj 0 3 dit minimum bestaat omdat dc vcrzameling der k waar-
voor a’l'> 0 nmt lceg (en zclfs.oneindig) is. Als b, = cp(n) gevonden is,
definicren we b, ., = B et ) ? waarin{ (n+1) = ‘El@(m) ; dit minimum be-
staat omdat de vzrzameln.ng der k waarvoor a> o oqo:mdlg is. Bvenzo vine
= . min k =
den we ¢ = a 1) » waarin (1) A, ¢o * Cnep = % n+1) 2 waarin

Y(n+1) 3513"3(«)' Daarp(nﬂ))q?(n} en«/f(n+1),>1,V(n) » zijn by en c, deel-

rijen van“'égo. Daar b, > 0 cn ¢, L0 voor alle n hebben b, en ¢, geen ter-
men van a, gemecn. Verder komt 1oderc term van a, in b of ¢, voor,

da w. gz. b:z.a icdere n is een k tc vinden , zodat n -90(1{:) of n -fd/f(k) is.
We nemen het geval dat a,z O (het andere geval gaa't analoog). Omdat
Y(n+1)>@{n)=n , is cr ecxn kleinste m waarvoor ¢ (m)>n . Nu is m>1,
mant uwit P (1)}>n volgt a, <0 ; verder is(m-1)<n . Als@(m-1)<n ,
den volgt wit a 20 , dat w(m) < a, , hetgeen nict het govel is, Dus
p(m-1) =n Yo bewijzon mu dat de rocksen 3 by, en %o, divergent zijn.
We goven weer , zoals gowoonlijk , de particle sofm van ccn recke aan
mct de corrcspondercnde ’hoofdle’b’cor , dus b. v. de par‘t:u.c,lc som ve.n’z,an
me't A, cnz. Verder z?ia (= A‘n « Dan is B, = 2 (4 (n) f(n) 1. ,mmgrs
2 (%(n) + Acf(n)) = -éf;(ak + \ak\) en hicrult vallun allc tormen,
waarvoor g < 0 , weg cn de %termen, wasrvoor a0, zijn gelijk aan 8-
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Het bewijs van de betrckking is nu makkelijk met volledige inductic te
lovercn (ga dit na). Wegens dc voorwaardclijke convcrgentle van y_ an 1s
A(P(B) convergent cn A n) divergent dus B d:.vorgem, Op an?.loge wijze
bewijst men do divergentic van Z ¢ mot de betrekking C (A?( Q) " A (ﬁ}
We willen nu cen verschikking van Zan construercn, dio naar g~ conver-
gecrt. Daartoc kiczen we cerst zovecl termen uit Z b, dat de som >0
wordt, daarna zovecl van > Ch dat de som < g~ wordlt, daarna wcer van

2 b dat dc som weer: )Wordt enz. Dit gaat als volgt: bepaal ny -%11:1 n

2T
dit 1s mogelijk wegens de divergentic van 2 b, . Dan is By ng -0 =

By 4 T B, - T<b, (dit hoeft nict tc gelden alé n, =1 ). Kics a, =b

.

n
1 1 1
voor nén,“,(Bopaal nu m, zcm:m m ; dit is mogelijk wegens de divergentic.
N - . '
i - - = - - - L~ . i :
ven2 ¢, » Dan is T Bn,, C n, = o Bn1 Cm?_,} °n, °, Kics
= N 1 i = C i .
dn = °n~n1 Voor n,<n<n, + my , dan is D Bn1 + -, voor diec n . Laat

nu n, en m . gevonden zijn , zodat Bnk + cmk<o- en 4, voor m&m, + m

zodat an +m = IBnk + Cp m Bepaal ny 4 =Bm§g_;1 .{31t rar wegens de di-

vergentic van ¥ b ) den is ny 4> 10, , want voor némK is B + Cp k
B, +8 <o . Verder is B +C =-T =B P +C_ -
nk e Dy 41 e Biegq ~ 1 Me4q My

<bnk+1 . Kies dn = ‘bn_mk :rofr n + mLngn, ., +m , dan is Dy = an_,,mk'i'
+5°""d4. =B_ +C b, =B + ¢_ wvoor dic n . Bepaal verder
Jeﬁl-ﬁ?\o' 3 nk mk ']'-lnle J n"mk mk

mq = min m (dit kan wegens dc dlvergen't;n.e van e ), dan is my . 4> Dy 3

Cpn o= B, B
) want voor m < is B + C B + C >G‘. Verder is O - - =
51 Begq TR 2 gy et g

=0 - B - C -c < =-c .Klosd SO, voor

N T T Py 44 & = i
+m <4 n<n + dan is D_ =D

b T 41 "
.o ot c, =B + C . Hiermec is cen rij d ' geconstrucord.
TR A X B
Jedere d'n is cen Lerm van‘Z.b of van > ey’ Omgekcerd komen ook icdere

B o k .b~‘
bn en C,n in dc riJj dn voor :1.mmcrs uit nk> k volgt , dat 2:;:: h = e

-+

? i & = . 0 -
staat ; dan is ny g4 né—nk ¢n dan is dn+mk ; b Evenzo voor n

Hicruit volgt dlroct dat Zd een vergchikking van Za is . Penslottc
Bewijzen we dat f': d_ =g Omda‘b b, on c, declrijen van a, zijn gelds

1im b, = lim ¢, = 0 . Bij £>0 is dus cen N1 t¢ vinden zodat voor n> N1
M= n e g ¢

geldt | b )= b 4 en ) Cn\z - ¢ <. Hierbij is een k zodat n >N, en
m>N, (b.v. & = N, + 1).Noom nu N = n + m , dus is bij n > N cen 1 te
vinden zodat n, + m3_< n <3:11_1_1 + mq of nyq tm< n4n1+1 + ml+1 ; dan
igs 12k . In het ccrste geval is d cen term uit. 2 bn » in het tweede
goval uit 2 ¢ . We ncemen het eerste geval (het tweede gaat analoog).

n® o T
bl

fézm is b, =8B voor n ¥ nﬁ

41
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ny+my - = Bnl +le -U“)c > =& cn D, - £

Dn1+1+ml o= Bn1+1 + O mO< Pa, SE dus | D, -a*}/\i_, dus
P dlc = 0. Door ccn analoge redencring kan ccn reeks gevonden Worden,
dic naar +co of - e=divergeert of waarvan de part:n.ele soren tusson =
trec vaste gronzen heen en weer oscilloren‘ ‘ L
Opgave 119. Bewijs dat de recks 1 - -2- 1 + %;-— % - 13 + %— - "i% - :}é- t
convergeert net son l log 2. L

" Dan mD -(T;D

§ 30. Het product van twee reekgen.

W gaan ult van twee rccksen Za en 7b m"t par,;ijlele sommen An
resp. B gerckend van index O af. Nu is A,nB .-Zaaz_b 'J“’ %a b
Dit bcs‘l:aat dus uit alle producten ajb net 341’1 en k=n. We w:x.llen
nu ccn rceks vormen met Q.ezo grootheden als termen. We nocten cchter
con afsprack meken in welke volgorde we zc¢ zullen nemen. Deze afspraak
ontlenen we oan ecn analogic nct mach'treeksen. Ncen dec *nchtrecksan

7 o xn en >_Db xn, dan is ?‘:1 xaz_“bh i La X3+ Z_

2. in f,n) k :‘ZEU J k= k j k i-‘& k=) aj k”
= = b e & a4
Z:; ;f____.._...w"h.“) ka -j 24; f::a:)bk jx +}{_:HJ_“ 303~ Jx Nocilen we nu

Cyc -Z“:a bk -3 don is ¢ de cocfficient vam x in het product van
parﬁole gonnien van dc twce machtrceksen, olthans als nz=k. Wc noemcn
m: de reeks J_c  de productrecks van d¢ reeksen Z o, on 2 b . Als
Zan en 72 bn‘ convergercn, hoeft de productrecks nict toe convergeren.
Hicrvan geven we cen voorbecld. Neem ay = by =ay =by =0, ay =b, =

n
= 3(.'—)—0; 5 voor n=22, dan ziané, a, en Zb convergent (Loibm z)e C =

-3 1)3 (-~ 1)n J :n'm1 .
-13? 85Pn- =j?=‘? 25Pp-j “Zlog 7 Togta=3y = (V) )*10" J 108(“"37

Opgave 120. Bewijs, dat voor j cn n natuurlijk, 2 £j £n-2, geldt

(1log 111)22: log j log(n-j).
omdot log § log(n-3)<log® In 1s | o P rsfiia— en dit — + oo als

n-—e, Dus kanZen nict convorgent zijn, went als ¥ e convergent

was, zou lim c, = 0 geldon.
n-x

entc "
(30.1) Als de productrecks van‘%%gk‘s{m convergent is, is de som
van de productrecks het product van de sommen van de twee rockscn.
On deze stelling te¢ bewijmon, bewijzen we cerst de volgende hulp-
stelling:
(30.2) Als de rij a, convergecrt en b = -Z\L (de rij der rcken-.
kundige emmdolden), dan convergecert dc, r13 b cn 11m b = 1113' 8y
Bem;s. We beschouwen eerst het geval dat lim oy = O, BlJ £X0 is
~dan ccn N,} te vinden zodat voor n>l\¥1 geldt \an)ég. Verder ig or een

:"Kz t¢ vinden zpda‘h voor n>N, geldt f’ih,\%%" V‘oor‘ n> @max (N‘t’Nz)



STy & £ n-N £ €
golat dan | JE Dlapi=d 210 + 32 lald 3+ 3 51 L5458
Dus 111~1‘b = 0. Als linm a, = a, dan isml_:}ig (an - a) =0 c¢n b =—.bn - a -
an Mntop M 2 ‘
12& -—-Za-l-a:%g(a ~a) +acn dltaavaorn-ﬁm.

koot
Bewijs van(30.1) ¢ Laat de gegeven rocksen Za anbn zijn met par- -

’tiole somncn A, en B, ¢n sommcn A cen B. Voor de produc‘trccks eld?t

Mo M ;o L N
c -—A___‘C Z__ a.b, . ==2__2__8..’b s =La.Lby {:Z&.B s =
< B el S 3 k~a —~ £ "§ k-] T Tk Ly e
. = jzo Fso i, v 35(_ __151__”” d y,\L M=)
3 = B, =2 _B. a
.f/“ a,_ 3B3 Jorder 13,4 ¢, m)_;}_ Oy J Bj j}z_g_; 8,553 28524 e =
B A = A 2 B. ¥ 2. B. (A - 4). Omdat de rij B convorgon‘b is,
1 ) N-j e J <o n-j

o - A/Z;B ‘ { B. (AN -y AX\ ‘
4K 2 |45 - 4| . Omdet linlay - 4l= 0, is volgcns (30.2) ook

F o J,\; Z S{{_ T
lim ﬁ'"'Z_.LA A]—‘O, dus 1%3'2 (ﬁ-—T > _C, - A E"TJ‘:‘.“B ) = O. \ngons

(30 2) 1s 11m ﬁ-—-— j =B, dus lim N-M Z_.C = AB. ls lim Cy bestaat,

is dozc rij begrensd: B} < K. Dus{

dan is deze vol cns (30 2) ook gola.jl«. can AB, waarmcce (30 1) bewezen is
{30.3) Als twee recksen absoluut convorgent zijn, din is hum product- -
rceks. ook absoluut convergent.

m
Bewijs: Laat de recksinz a, on Zb zijn en A: = Z_Ll\ en B Z.:.,l’bk?
w aafow (K n}

don is ols boven LBy =Ll | aslloy 412 g*.z~_lujnbkﬁjs. Laat

kb J may (O f-m)

> S, de productrecks van )__c. en Zb zijn en Zc die van 2 |\ nni cn

Z]b | dan is ( n(..{z, a‘kbn k\z.é_(c,kubn W = c en ch*“n n on dit

ig begrensd omdat n; cn B buldo convery, cron. Dus /_yc* is convergent
cn ccn najorant va(cn( ’ avs ‘*cn is absoluuvt OOlTV(.I"""Cnu»

Zq Zp  Zq%Zp
Opgave 121. Bewijs nogmanls dat ¢ 'e © = ¢ , ditnacl met bchulp van
dc stellingen over het product van twee regkscn.

§ 31. Dubbclrijen en dubbelreckscn.

Een dubbelrij is eccn afbeclding ven de verzaneling van. de parcn’
(m,n) natuurlijke gotallen in cen of anderc verzameling V. Yo kunncn -
het ‘clement dat aan het paar (m,n) wordt tocgecvoegd, aangeven net T

Ecn dubbelri] L, clementen van cen netrische ruimte hect convergent
met limict a (in formule: lin a, = a), als bij icder redol gotal £> 0

: Co et
cen notuurlijk getal N to vinden is, zodat voor m> N, n> i goldt
, e(a, a.n) < E
e kunnen nu ook één index (b.v. de ecrste) vasthouden; don vornmt
%n bij vaste m als functic van n ccn gewone rij, dic ook ecn limiet
kan hcbben: llm a.. = b « Deze linmicten b vornen als functic van m

mn

weer ccn r13, dle ook ecn limiet ken hebben. lim b = lim linm a.
mroa B 4ni0 ASc0 BN
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We nocnen een b_ cen rijenlimiet.Bvenzo ¢ = lin o ecn kolommenlinict
] n mage L - >

en lim o, = lin lin Orn® Al de geonocermde linmicton kunnen natuurlijk al-

n>om MR D D
lecn gevornd worden ols ze bestaan. De nanmen rijenliniet en kolommonliéM
mict zijn ontlcend can de schrijfwijze van de dubbelrij in cen recht-
hoekig schema als volgth:

849 94 M3 - oo — by
32.1 Q22 323 . ® 1] o — bz
23.31 . » * » 9 ¥

3 ¥
cy sy .
Er sijn drie limieten die we met clkeoar vergelijken, n.l. 1dn a,.,

msm

lim linm Dn? lin 1im Tn® We zcegeen wel dot de laootste twee ult elkaar
M3 Mmadd Mg mees h (

ontstnon door verwisscling van de linictovergangen. Ze bohoeven nieb te-
gelijkertijd +te bestaan, of als ze bestann aan clkanr gelijk tc zijn.

3 /2] A oo = ¢ 2% s 1) S (AT - nl el - m:L
Hiervan enige voorbeclden: Neem a = (=1)" = voor n>n en ay, =(=1) -

voor n<n (hoc ziet het rechthoekig schenma er dan uit?). Dan is lgﬁkgmn"

a2t N ]
= 0. Dc rijen- cn kolonmucnlimieten bestaan gecn ven alle. Tweode voor—
boeld: neen oy =1 voor n>men o, = 0 voor 1&n ( hoe zict het recht-
hoekis schema er dan uit?). Dan besxaatai%g Oy Aeby Li0 o, = 0,
=g
linn =1, dus lim lima_ =0 =1 = lim 1lim = __. Aan dit voorbeeld
I 5 Y. nn Ml M2 mn NaGo Mmook i SO

zien we dus dat verwisseling van limietovergangen tiet altijd geoorloof:
is, zelfs niect als beide besgtacn.
(31.1) Als van ecn dubbelrij a  de dubbellimiet bestaat (lim a__ = a)

Mmaop 0

S OO
benevens alle rijenlimieten g}}E Bon = bm), dan convergeren de rijenli-
' mieten naar de dubellimiet (1im b_ = a).

mn2on L

Bewijs: Blg £30 is ecen N1 te vinden zodat voor n>>N1, n> Ny geldt -
E?(a, Ay )< 5, verder bij m ecn N, zodat voor n>N, geldt ¢(b, amn)é"
(N, hengt van m af!). Bij cen m>N, nemen we n = max (N4,N5) + 1, dan
is e(a, b e a,a,) + @ (o by) < £. Dus Lin by =

Het spreckt vanzelf dat er ecn met (31.1) overccnkomstige gtelling

ook voor kolommenlimietcen geldt.
Uit (31.1) volgt nu onmiddellijk:



il i

(31 2) Als lm a,e lima  en 1im 2 bestaan dan bestaan lim lim a

prge Am 260 m-igo I
en lim 1im 3.7 en gelédt l:.m 3.3,1& a llm lim a = lim a
oo mice  HTL i Ao HI® TN mim e D e mn
“n -y o0

Opgave 122, Bereken llm n (e ~ 1).
e gaan uit van een aubbelrl;; e, en willenz &, vormen. We weten
echter dat het resultazat in het algemesn zal afhangen van de volgorde

wasrin we de termen nemen. Als echter J {a_ ] in een of andere volgor-
de genomen convergeert, is de limiet in 2 & onafhankelijk van de
volgorde der termen; we noemen die limiet dan de dubbelsom 2 __ a van

M‘m 1 mn
de absoluut converf*en‘be dubbelrecks } amn' Ye kunnen daarnasst ook

wrobercen te vormengf 2~_ a en %z__ &n (herhaalde reeksen). Deze

M gt mn YAt pqd
vormen geen verschikltingen van de dubbelreel«:s;o

oo
(13.3) 4ls a__ redel en= 0, bestasn > a y 2o 2 a enz Z, a
mn v IDl’l

At 0T =t paxs M= Pz
alle drie en zijn aan elkaar gelijk of ze bestaan geen van drieen.

Bewijs: Vorm de verzameling van alle eindige sommen van elementen
a__. Deze verzameling reéle getallen/}, 0 is begrenscé of ndet.

%n

1" De verzameling is begrensd met bovenste grens = A. Dan is in een of
andere volgorde 'aenomenﬁ a. = A, want iedere parti€le som is % A}

st mn
verder is bij iedere € 2> 0O een som van a die > A - & is; dus een
mn N

parti&le som die al die termen bevat is ook > A -« £ , Verder is Z2_ a &
P2 S " e k=1 @nmk
£ 4, dus g amn bestaat en is "«A' 2 24n =:/; '2‘_; Bin = |
M = mz = =
= lim > a 4 A. s ﬁ Z a, “bestaat en is «'A, Maar
M2 =t J‘:l foc=] [~}
X al .. en llm ia = A, dusZZa = A.
. 7 Jk " % thﬁ k=t j=t jk =i hEp
‘E?mnzo bewijst men Zf >, &, = X.

27 De verzameling is onbegrensd., Bij iedere B> O is een som van termen
& te vinden > B, Iedere parti€le som die die 'bemnen baua*t; is ook > B
Gus de dubbelreeks is divergent. Nu bew:ng.en we dat "ZET E amn niet¥

bestaat. Als voor ecn of andere m 4% a  niet bestaat z:.gn we al klaar.

ils ze wel alle betaan istah mddoend grote m en n 2 Z. By =
: s i > B, dus f bestaat niet. Bverfzzo bke:nll gt mnen
> e IK J '

Miﬂ‘-“l

aat” ﬁ 2_a . niet betaat.

e T}

(3;).4)mAls een uubbelreeks Z:a absoluut convergeert dan hebbann
2 _a__ en s = a_ ., en 2,'13n beldc gelijk aan7 a,

T e I M:x s Jospve 1°
Bewijs: Uit (31.3) volgt da‘cZ. 5:_} opl bestaat. Uit het bestaan
van 2

2 ey, lvolg’c het bestaan vanE: & verder 1517: a 14 g;_h |

Uit 51011: 1aatste en uit het bos‘baan van Z:M“\ mn‘ vol t het bestaan
van 2. a__. Evenmo bewijst men het bestaan van a__. Noem
M mn mn

Py § =g M= 2y

a = A, Bij £ > 0 is dan een M te vinden zodat voor m > M

At ML oM. o2
velﬂ‘t{ Bin ~ Al IZ-Z,__ - AI( 5. Verder is er ecen N tc vinden
a1 ymr Jn J m=r 2

(deze kan van M a‘fhange;z) zoda 1: voor n> N goldt} 2 Z:a -
=t }=l “‘
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o2 s 1 oM M . i = ; '
e EJ Z_—; Jk‘ { -é- Dt:as lk" Z:a - AjL €, Kies nu cen antitone nulrij
e (b.v, E_ = 1y Da zlgn daarbij stijgende rijen M_ en N_ te vinden
Y . M, P P . P P o
zodat{ - Z.a - t < Ep. Neem nu in 2 a,, de termen in een dusda-
k= ,
nige volﬂorde dat xy& By onder de parti€le sommen voorkomen, dan
volgt daaruit dat f = A,
sy 0

§ 38. Nog enkele convergentieccriteria voor recksen,
(32.1) (Convergentiecriterium van Kummer) Lazt a_ en bn reeel en> O

n
zijn en verder b b, divergent. Als lim iuf ( —:g—- -g-’ﬁ-— - g——w-)) 0
a n i+ n+1
is }:a convergent; als lim sup (sE-— an - b1 )< O&F dan is er een
n+ 1 n+1 '
a;
& > 0 wn een N zodat woor n >N ﬁeldtvﬁ—— I "FL—'>Q< . Dus
+4 ~

1= &+ s , N+1' n .
n+1-< (-B- -3 ) C:U.Sz: ké { r— - F—)é = Ki@m en hieruit

volgt aatf‘"‘n ay b@*ﬂ!'ensd en dus convargeaen ’H":?.S.r n
1

a
Als lim inf (-—1- n )< 0, dan is er een N te vinden zodat

n aLm—1 . bn+1
I 1. <o, a > 2By aus a
voor n> N geldt ‘6" 5 - an , dus an“ bn nt1? GOS8 ang,
aNH b,_. Daar,Z.. b, divergent is moet 2_a_ het ook Z1ijn.
bN+‘} n n n

Door hierin bn = 1 te substitueren vindt men het criterium van
d'Alembert terug. Door substitutie van bn = % vindt mens

(32.2) (Convergentiecriterium van Raabe) Laat a, redel en > 0 en .
-1 = %) = 0 zijn. Als o> 1 is Zan convergent, als

lim n (=
[T n+1
g < 1 divergant,

(32.3) (Convergentiecriterium van Gauss) Laat a, refel en 3 0,zijn en

1+6 ' ) ~

a
(& begrensd voor cen &> 0. Als O >1 is Zan

gn+1
convergent als g~ £ 1 is Zan divergent.
Voor het beW:L;]s van (32.3) hebben we de volgende hulpstelling nodig:

(32. A)anogn

Lewwj 1 m [21.”1 . ~ . . .
ngijsz: Tk T Z__. PR = Z‘; ————ry (,0_" ~ el 1) -
k=2 °9 j=e k=[£" +) K °9 j=° (J‘“)e—’ :

m
I

? ) J~H — ;o mj‘-ﬂ““ n en dit ~—A§-C0 s als n->o ,wan*t;

{s° convergent, omdat- ne 1 41
ne™ (n+1)e

Bewijs van (32.4): ‘Voor U £ 1 volgt (32.3) onmiddellijk uit (32.2).

o
—-1—-.-1;1')1'1

is divergent.

n+1

Je behoeven dus alleen het geval U = 1 te beschouwen. Omdat lim tog m
- B a2 n
F is Z:_a. divergent. a

‘ Bew:Lae: Stel eerst lim .mf (5- Y B . 5—-——-)> 0,

n+1 n-t-'i



= 0, is IM( —‘1‘~%)nlog'n=0 Nu 13( “1—‘l)yniogn=
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=n logn an M‘fﬁﬁ%)jlog (1+ 'ﬁ') Verder is iiné (- + 1) log (1+x)-
n+1 :
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